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BeUm, 23 de margo de 1936 

Exmo. Sr. Proj. Jacomo Stdvale 
Saudagdes. 

Entusiasmado pelo mStodo pedagogico e diddtico dos 
livros publicados por V. S., venho'hoje dar-lhe os mens 
ejusivos parabens por obra tdo util ao ensino nonosso caro 

Brasil. . 

Sou professor de Matemdtica do Colegio Salesiano 

Nossa Senhora do Carmo, Belem, Pard. Jd conhecedor, 
em Recife, dos livros e metodo de V. S., e tendo sido trans- 
ferido para este CoUgio como Diretor dos Estudos , sem 
mais adotei os preeiosos livros diddticos de Matemdtica, d,a 
autoria de V. S. Sirva tamUm a presente como urn pretto 
de justiga que hd muito desejava externar, pelo grande 
auxllio que as obras de 7. S. tim trazido as minhas aulas. 

Aceite, pois, os entusidsticos parabens deste humilde 
colega que ’tern a honra de se professor seu amigo e admi- 

rador , , 

(a) Padre Josfi Carvalho de MENDONgA 

da Congregasao Salesiana. 
Encarregado dos Estudos no ColSgio Salesiano 
Nossa Senhora do Carmo, Belfim - Para 
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E’ indigno de se chamar homem , 
quern ignora que o la, do e a diagonal 
de uni quadrado sdo grandezas m- 
comensurdveis. 

Platao 



gem duvida alguma, a transformagao de um poli- 
ndmio em um produto on, como dizemos abrevmdamente, 
a jatoragdo algebrica, e um dos assuntos d ^ 

vincia em um curso de Algebra. A atoragao altfbne- 
g para toda a Matematica, o que 6 a tabuada para o cal- 
cufo aritmStico. Em Algebra fazemos, a todo o mstante, 
a transformagao.de uma expressao em outra equivale , 
raramente operamos eom estas mesmas expressoes. 

Dal a minha constante preocupagao, quer como 
professor, quer como autor, em desenvolver tanto quanto 
nosslvel embora de um modo elementar, 4ste magnlfico 
instrumento de trabalho que 4, para os estudantes de 
Matematica, a transformagao de polinomios em produtos. 

Seguindo esta orientagao inclul no presente _com- 
p4ndio, um estudo muito elementar sdbre a dl ™“° .® 
um poiinomio por outro. Precisava deste ponto de ap6i< 
para apresentar, entre os cases simples de ’ a £ 

gebrica, a decomposigao em fatores dos binora + b 

e a 3 -b 3 . Com efeito, nao me pareceu didatico dize 

apenas aos estudantes que 

m 4- b 3 = (a + b)(a 2 - ab + b 2 ) 


sem Hies ensinar, as mesmo tempo, o meio mais simples 
e racional para, verificar essas identidades. 
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Cabe aos meus colegas, professores de Matematica 
dizerem se fiz bem ou mal, pondo neste livro alguma 
coisa mais do que o exigido peio programa oficial; aguardo 
tambdm com muito prazer os seus reparos honestos e 
bem mtencionados sobre toda a materia contida neste 
compendio. 


S. Paulo, margo de 1943 
Rua Safira, 9 


0 Autor 
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Prefacio da Terceira EdiQ&o 

do 

Terceira Ano de Matem&tica 

A PENAS um episddio. Antes de narrd-lo, por£m, 

6 necess&rio dizer que os meus alunos sao obrigados 
a trabalhar, em classe, com dois compgndios de Mate- 
lMtica: o da s6rie que estSo cursando, e o da s6rie 
anterior. 

0 caso deu-se em junho p. passado. Preparava-me 
eu para explicar aos meus alunos de uma terceira s6rie 
que: mulliplicando ou dividindo o indice de um radical 
e o expoente do radicando, por um mesmo niimero, o valor 
do radical nao se altera. 

Fui ao quadro-negro, escrevi 

a* 

e perguntei Et classe qual o significado desta expressao. 

Ninguem respondeu. Entao pedi aos alunos que consul- 
tassem o Segundo Ano de Matem&tica. Cinco mi- 
nutos depois, quasi todos os estudantes levantavam a 
mao, agitados, ansiosos e satisfeitos, prontos para inter- 
pretarem a expressao acima mencionada. 

E assim pude demonstrar o teorema referido e que, 
naturalmente , toda a classe compreendeu porque a sua 
unica dificuldade esta na interpretagao do expoente fra- 
cionario. . 

E se nao tivessem o compendio ? Teriam de recorrer 
aos jamosos cadernos de apontamenlos! Mas, onde encon- 
tra-los? Impossivel! De ha muito teriam desaparecido 
no turbilhao das varreduras domdsticas. 

S. Paulo, margo de 1936 

O Autor 


Rua Safira, 9 
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ALGEBRA 


CapItulo I 

Numeros Relativos 


1. Somar nfimeros naturais 6 contar. Quem soma nu- 
meros naturais, conta. Para somar 8 com 5 diremos : 8+1 = 9, 
9+1 = 10, 10+1 = 11, 11 + 1 = 12, 12 + 1 = 13. Portanto, 
8+5 = 13. E nao ha outro modo de somar 8 com 5. Quem 
quiser evitar este trabalho, deve decorar a soma dos numeros 8 
e 5. Entretanto, pode-se abreviar o processo indicado, recorrendo 
aos dedos ; pegando sucessivamente em cada um dos dedos de 
uma das maos, diremos : nove,. dez, onze, doze e treze. Portanto, 
8 + 5 = 13. 

Subtrair numeros naturais e contar. Quem subtrai nu- 
meros naturais, conta. Para subtrair 5 de 13, diremos 13 - 1 = 12, 
12-1 = 11, 11-1 = 10, 10-1 = 9, 9-1 = 8. Portanto, 13-5 = 8. 
E nao ha outro modo de subtrair 5 de 13. Quem quiser evitar 
este trabalho, deve decorar a diferenga entre 13 e 8. Entre- 
tanto, pode-se abreviar o processo indicado, recorrendo aos dedos ; 
pegando sucessivamente em cada um dos dedos de uma das maos, 
diremos : doze, onze, dez, nove e oito. Portanto, 13 — 5 = 8. 

Do exposto resultam as duas conclusdes seguintes : 

a) somar 6 contar para diante. 

b) subtrair e contar para Iras. 


2. Somar e subtrair com o auxilio de objetos quais- 
quer. Quem nao sabe de cor as tabuas da adigao e da sub- 
tragao pode, portanto, somar e subtrair com o auxilio dos dedos. 
Mas, n6s temos dez dedos de modo que, recorrendo a eles, nao 
podemos efetuar operagOes como estas : -17+15, 23 + 18, 34- 19, 
27 — 13, etc.. E entao ? 
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N timer os Relatives 
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Entao 6 necess&rio recorrer a outros objetos : palitos, pedras, 
t&buas, drvores, doces, livros, etc.. Ora, 6 manifesta a difieul- 
dade de somar e subtrair com o auxllio de objetos quaisquer. 

Entretanto, os estudantes que ainda nao decoraram as t&- 
buas da adigao e da subtragao, nao devem desanimar. N6s 
V|mos oferecer-lhes um grafico simples e facil de manejar. 

3. Um gsdfico para somar e subtrair. Em uma f61ha de 
papel tragamos uma reta. (grafico A) (*). Nesta reta escolhemos 
um ponto qualquer 0 (zero). A partir do ponto zero, e para a 
direita, (poderia ser para a esquerda) tomamos um segmento cujo 
comprimento pode ser qualquer, por exemplo, um centimetro; em 

01234567oo 


Gr&fico A 

continuagao a 6ste segmento tomamos um segundo segmento 
que deverd ser igual ao primeiro ; em continuagao ao segundo 
segmento, um terceiro segmento que devera ser igual ao pri- 
meiro, e- assim sucessivamente. E estara feito o nosso grafico. 

Neste grafico, o numero 3 esta representado pelo segmento 
que comega no ponto zero e termina no ponto 3 ; o numero 3 nao 
6 o ponto 3 ; 4 o segmento 0|3, isto 6, a soma dos segmentos 0| 1, 
1|2, 2|3. Analogamente, o mimero 5 nao 6 o ponto 5 ; 6 a soma 
dos segmentos 0|1, 1 12, 2|3, 3|4, 4|5 ; 6 o segmento 0|5. (Quando 
dizemos, por exejnplo, segmento 0|4, estamo-nos referindo ao segmento 
cuja origem 6 0 (zero) e cuja extremidade 6 4.) O grafico A e a represen- 
tagao grafica dos numeros inteiros, cuja sucessao se extende at6 
o infinito, como se costuma dizer; o infinite 6 representado pelo 
simbolo oo. 

Com este grafico podemos somar e subtrair. Por exemplo, 
7+5= ? Vamos ao grafico, procuramos o ponto 7, contamos 5 
segmentos para a direita e encontramos o mimero 12, que 6 a 
soma pedida. Outro exemplo: 4+11= ? Vamos ao grafico, pro- 
curamos o ponto 4, contamos 11 segmentos para a direita e en- 
contramos 15, que 6 a soma pedida. 

(*) Convem desenhar este grdfico no quadro-negro, prolongando a 
numeragao dos segmentos atC 28 ou 30 ou mais. 


Quanto 6 13 - 5 ? Vamos ao grafico, procuramos o ponto 13, 
contamos 5 segmentos para a esquerda e encontramos 8, que 6 
i a diferenga pedida. Quanto 6 17-9? Vamos ao grafico, procu- 

ramos o ponto 17, contamos 9 segmentos para a esquerda e en- 
contramos 8, que d a diferenga pedida. 

Portanto, no grdfico A Jica estabelecido que: 

a) somar e contar para a direita. 

b) subtrair e contar para a esquerda. 

! 4. E’ possivel subtrair 18 de 13? No campo numdrico 

do grdfico A, de 13 nao podemos subtrair 18. A subtragao e a 
operagao que tern por jim, dados dois numeros, tirar do maior 
tantas unidades quantas sao as do menor. Logo, a operagao 
13 — 18 6 impossivel. Vamos ao grafico A e tentemos subtrair 
18 de 13. Procuramos o ponto 13 e contamos 18 segmentos 
para a esquerda . . . mas, nao 6 possivel, porque a esquerda do 
ponto 13 ha somente 13 segmentos e nao 18. 

5. Extensao do campo numerico. Voltemos ao grafico 
A. A partir do ponto 0 (zero) e para a esquerda, marquemos mais 
uma porgao de segmentos iguais aos que foram marcados para 
a direita. Teremos assim o grafico B (*). 

oo4321 0 12 34qo 

1 1 1 1 1 1 1_ 1 j_ 

Grdfico B 

E, agora, quanto 6 13 — 18 ? Vamos ao grafico B, procure- 
mos o ponto 13, contemos 18 segmentos para a esquerda e en- 
contraremos o numero 5. Portanto, 13-18 = 5. . . 

Ora III, dirao quasi todos os alunos que estao na elasse, ou- 
vindo atentamente o professor. O pasmo 6 geral. E os alunos 
que nao proferiram aquela exclamagao de espanto, olham para 
o professor, at6nitos, assim com uns ares de quem diz : 0 pro- 
fessor estd brincandof! 

E dste espanto 6 justificado porque, no grafico A ou B, o 

numero 5 6 representado pelos cinco primeiros segmentos situa- 

dos d direita do ponto zero e nao a esquerda. E esse numero 6 a 

diferenga entre 13 e 8, como ja aprendemos (§3). 

— 

(*) f’eproduzir fete grdfico no quadro-negro, extendendo a numera- 
gao nos dois sentidos, mais ou menos at6 20. 
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oTs 4 es q uerdl do pen » se™. Mas, como 
distinguir estes dois cincos ? 

6 Nfimeros positivos e negativos. Para distinguir os 
dois cincos do grafTco B, estabelecemos a segmnte convengao. 
tdos os numeros situados A direita do ponto 0 (zero) ^ 

mados positivos e serdo precedidos pelo sinal + (jea&s), 

Z tZoTZados 4 es.uerda do ponto O_(zero ' <*-*• ~ 
gativos e serao precedidos pelo sinal (menos). 

Chamam-se mimeros quali ficados ou numem 
aos numeros associados com o sinal + (mais) 

(menos)^ b ficard modificado como se ve no grafico C (*). 

„ Q _ 9 _1 0 +1+2 +3 +4 +oo 

1~ h ' 1 1 1 1 

Gr&fieo C 

Os numeros positivos sao velhos conhecidos nossos; sao 
os numeros com os quais travamos conhecimento aos sete a 

ziamos apenas n natnrais, per nio termos ^.dade 
distingui-los dos negativos, que cndmos com g _ 

Estabelecendo a convengao dos sinais indicada, concluimos. 

13 - 18 = - 5 

tomam o nome de numeros positivos e sao enunciados . ’ 

mais dois, mais ires, mais quatro, etc.. 


(*) Desenvolver fete grdfico no quadro negro, como os antenores. 
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Portanto, 6 necessdrio nao esquecer que os numeros positivos 

** OS e os debitos. Os — ne- 

gativos existem? Existem, sim, sendo conhecidos com outros 

n ° m VerI e ^Ssando pela Casa Sloper, viu uma flor cujo prego 

rr e— ie — V”s„s 

cruzeiros). Quern tern a receber 15 cruzeiros tem + i _ 

(= °& ,£TS as —Z^os 

negativos, se os creditos jorem considerados numeros positiv • 

8. Os numeros negativos e as temperaturas. O ter- 

m6metro estava marcando 12 graus, mas chegou^ . k , q 
onda de frio e a temperatura baixou extraordinanamente. 

Dr Oscar chama seu filho Carlos e pede-lhe que ve]a a tem P 
ratura do dia. E Carlos, que jd conhece a^umacoisasobre - 
meros relatives, responde : - 5 graus {memos 5 graus). E 
j„ na ; admirado com esta resposta estranha, Darios expuc 
Pois 6, papai, ontem o termdmetro estava marcando j 

dpvido d onda fria, a temperatura baixou 17 graus. Ora, 1 
= - 5 Portanto, o termdmetro estd marcando - 5 graus 
nmvi) ou como se diz vulgarmcnte, 5 graus abaixo de zeio. 
Portanto ’as temperaturas abaixo de zero sao numeros negativos, se 
as temperaturas acima de zero Jorem consideradas numeros positives. 
9. Os numeros negativos e os lucros e os P* e J" lz ^' 

naturals. 


© 

© 

n 

© 
© 
n 
c 
c 
© 
o 
o 
o 
© 
o 

V 
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<u 
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da casa verifica cuidadosamente qual foi a receita (dinheiro que 
entrou), e qual a despesa (dinheiro que saiu). 

Se a receita 4 de 40 000 cruzeiros e a despesa 4 de 32 000 cru- 
zeiros, M lucro : 40 000 cruzeiros - 32 000 cruzeiros = 8 000 cru- 
zeiros' Se a receita 4 de 35 000 cruzeiros e a despesa 4 de 35 000 
cruzeiros, nao ha lucro : 35 000 cruzeiros - 35 000 cruzeiros = 0. 
Se a receita 6 de 32 000 cruzeiros, e a despesa 4 de 40 000 cruzeiros, 
ha prejuizo: 40000 cruzeiros - 32 000 cruzeiros = 8 000 cruzeiros. 

E diremos que, nestes tres casos, os lucros foram +8 000 
cruzeiros, 0 cruzeiros, - 8 000 cruzeiros. 

No primeiro caso, o lucro 6 positivo ; no segundo, 4 nulo , 
no terceiro, 4 negativo. Portanto, os prejulzos de uma casa co- 
mercial sao tarnbem exemplos de numeros negatives, se os lucros 
jorern considerados numeros positivos. 

10. Valor absolute de um numero qualificado; modulo. 
Valor absoluto de um numero qualijicado e o valor que tie tern quando 
se suprime o seu sinal; 6 o seu valor aritmelico . Por exemplo, o 
valor absoluto de + 10 ou - 10 6 10; de + 5 ou - 5 e 5. 

O valor absoluto de um numero relative 4 tamb4m ehamado 
modulo d6ste mesmo numero. Para indicar o_ modulo de um nu- 
mero relativo, coloca-se o mesmo entre dois pequenos tragos 
verticais. Assim : 

0 valor absoluto ou modulo de +5 e |+5|. 

>> > > > >— 54| 5|. 

Conv4m observar que os numeros negativos constituem uma 
continuagao dos numeros positivos , abaixo do numero zero. Con- 
sideremos a sucessao de numeros inteiros que se extende mde- 

finidamente: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 00 • 

Tomemos agora um numero qualquer, por exemplo, 12; vamos 
subtrair deste numero uma unidade, depois outra, depois ou- 
tra, etc.. Teremos: 12, 11, 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0. 
nao 4 possivel continual - . Mas sera posslvel se considerarmos 
a sucessao dos numeros relativos: 12, 11, 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 
3, 2, 1, 0, -1, -2, -3, -4, -5, -6, -7, -8, -9, -10, -11, 

- 12, - o°. 

Destas observances resultam verdades importantes. 
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I. Os numeros positivos e negativos constituem uma dnica 
sucessSo de numeros que se estende, que se desenvolve indefi- 
nidamente em dois sentidos opostos. 

II. O numero que divide esta sucessao em duas sucessoes, a 
dos numeros positivos e a dos negativos, 4 o numero zero. Zefo 4 
um numero que indica falta de unidades; o individuo que tern 20 
cruzeiros a pagar e 20 cruzeiros a receber, liquida suas contas e 
fica com zero cruzeiros ; o negociante que gastou 50 000 cruzeiros 
em mercadorias e recebeu 50 000 cruzeiros pelas mesmas, ganhou 
zero cruzeiros. 

III. Assim como 6 4 maior que 5, 5 maior que 4, etc., do 
mesmo modo 0 (zero) 4 maior que — 1, — 1 4 maior que —2, — 2 
4 maior que — 3, etc.. Enfim, zero 4 maior do que qualquer nu- 
mero negativo e, de dois numeros negativos, o maior 4 aquele 
cujo valor absoluto ou mddulo 4 menor. Por exemplo, —34 maior 
que - 5, que por sua vez 4 maior que - 7, etc.. 

IV. No grafico C examinemos os numeros +8 e -8 (mais 8 e 
menos 8). Ambos estao representados pelo mesmo numero de 
segmentos, isto 4, por oito segmentos, e esses segmentos sao iguais. 
Portanto, em valor absoluto, esses dois numeros sao iguais. En- 
tretanto, o numero +8 comega no ponto 0 (zero) e se extende 
para a direita,, ao passo que o numero - 8 comega no ponto 0 
e se estende para a esquerda. As extremidades dos numeros 
+8 e — 8 estao situadas s6bre a mesma reta XY e distam igual- 
mente do ponto 0. Por 6ste motivo, da-se aos ndmeros +8 e 
— 8 o nome de numeros simStricos (*). Portanto, dois numeros 
sim4tricos sao dois numeros iguais em valor absoluto, mas com 
sinais contraries. Exemplos: +8 e - 8, +11 e — 11, etc.. 

Os numeros relativos dividem-se em ires classes : a dos numeros 
positivos, a dos numeros negativos, e uma terceira classe que so com- 
preende um numero, o numero nesitro ou zero. (**) 

Os numeros +0 e - 0 sao chamados numeros nulos. 

11. O sinal + (mais) e o sinal — (menos). Estes dois 
sinais indicam, respectivamente, a adigao e a subtragao, isto 4, 

(*) Dois pontos sao sim6tricos em relagao a um ponto dado, quando 
o ponto dado 6 o meio do segmento que liga os dois primeiros. (§114) 

(**) J. I. Almeida Lisboa, Ligoes de Algebra Elementar, Primeiro Vo-, 
lume, p£g. 22. 
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as duas primeiras operagoes que se realizam sobre os numeros. 
E, alem desta fungao, eles desempenham mais uma, importan- 
tlssima: e a fungao de qualificar os numeros, isto e, indicar se 
eles, no grafico C, devem ser contados de zero para a direita ou 
de zero para a esquerda; indicar se eles sao positivos ou negativos. 

12. Adigao de ntimeros relativo|. Para maior clareza, 
e atd que os estudantes adquiram a pratica dos numeros rela- 
tives, escreveremos entre parenteses os mimeros dados com 
seus sinais. Seja a expressao 

(+5)+( — 7)+(+ 10) — ( — 5)+( - 20) — (+20) 

0 sinal que esta situado dentro dos parenteses, h esquerda 
de cada numero, esta qualificando 6ste mesmo numero ; o si- 
nal mais e o sinal menos que estao ligando as expressoes .(+5), 

( - 7), (+ 10), ( - 5), etc., estao indicando as operagoes que que- 
renjos realizar sobre esses numeros. 

1. ° exemplo: (+8) + (+7). Vamos ao grafico C, procuremos 
a extremidade do numero +8, contemos 7 segmentos para a di- 
reita e acharemos +15. Portanto, (+8) + (+7) = + 15. 

Justifiquemos 6ste resultado. Somar numeros positivos ou 
somar numeros naturais 6 a mesma coisa. (§8) Logo, (+8) 
+ ( + 7) = 8 + 7 = 15 = + 15. 

2. ° exemplo: (-7) + (+12). Vamos ao grafico C, procuremos 
a extremidade do numero - 7, contemos 12 segmentos para a 
direita e acharemos +5. Portanto, (-7) + (+12) = +5. 

Justifiquemos 6ste resultado. E’ bastante lembrar que, so- 
mar um ntimero positivo, isto 6, um niimero natural, 6 contar 
para a direita, no grafico A. (§3) 

3. ° exemplo: (-17) + (+13). Vamos ao grafico C, procure- 
mos a extremidade do numero — 17, contemos 13 segmentos para 
a direita e acharemos —4. Portanto, (-17) + (+13) = — 4. 

fiste resultado 6 facil de justificar, recorrendo aos dois pro- 
cesses indicados no 2.° exemplo. 

4. ° exemplo: (+15) + (-8). Vamos ao grafico C, procure- 
mos a extremidade do numero +15, contemos 8 segmentos para 
a esquerda e acharemos +7. Portanto, (+15) + (-8) ■= +7. 
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Justifiquemos 6ste resultado. Em primeiro lugar, a ordem das 
parcelas nao influe no valor da soma. Logo, (+15) + ( — 8) 
= ( — 8) + ( + 15). E, de acordo com o 2.° exemplo,(-8) + (+15) 
= +7. Portanto, (+15) + (-8) = +7. 

5. ° exemplo: (+3) + (— 10). Vamos ao grafico C, procuremos 
a extremidade do numero +3, contemos 10 segmentos para a 
esquerda e acharemos — 7. Portanto, (+3) + ( — 10) = - 7. £ste 

. resultado 6 facil de justificar, recorrendo aos dois processos in- 

dicados no 4.° exemplo. 

6. ° exemplo: (—4) + (—8). Vamos ao grafico C, procuremos 
a extremidade do numero — 4, contemos 8 segmentos para a es- 
querda e acharemos —12. Portanto, (-4) + (— 8) = — 12. 

Para justificar este resultado, diremos que — 4 e — 8 sao, 
respectivamente, dois d6bitos e, naturalmente, se Ddcio deve 4 
cruzeiros a Celso e 8 cruzeiros a Fernando, deve 12 cruzeiros 
aos dois. 

Podemos, pois, estabelecer as seguintes regras : 

I. Para somar dois numeros relativos com o mesmo 
sinal, somam-se os seus valores absolutos ou modulos e dd-se 
a soma o sinal que os dois numeros tem. (l.° e 6.° exemplos) 
II. Para somar dois numeros relativos com sinais con- 
trdrios, calcula-se a diferenga entre os valores absolutos ou 
modulos dos dois numeros dados, e dd-se ao resultado o 
sinal do numero que tem maior valor absoluto. (2.°, 3.°, 4.° 
e 5.° exemplos) 

13. Valor da soma em relagao as parcelas. Quando se 
consideram os numeros naturais a soma e sempre maior do que 
qualquer uma das parcelas. Ja nao acontece o mesmo, quando 
se consideram os numeros relativos; no 2.° exemplo do para- 
grafo anterior, a soma +5 6 maior do que a parcela - 7, pordm 
nao 6 maior do que a parcela +12. 

Exerclcio. Calcular a soma seguinte : 

(+8)+( — 7) + (+15)+(— 13) + (-20) + (2) + (+16) + ( -9) 

Em primeiro lugar somamos todos os numeros positivos, 
depois os negativos e finalmente as duas somas. Teremos : 
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(+8) + (+15) + (+ 2) + (+16) - +41 
( — 7) + ( - 13) + ( - 20) + ( - 9)- -49 
(+41) + (-49) - - 8 


Eserclcios. S6rie I 


1. 

(4-234) +(+547) =* J 

5. 

(+748)+(-329) - 4 

2. 

(+512)+( - 864) - - i 

6. 

(-732) +(+987) » t 

3. 

( — 841)+(+637) j 

7. 

(-649) +(-785) - 

4. 

(+37) +(+58) +(+93) - ! 

8. 

(- 15)+(-87)+(- 72) 


9. (-J-43) +( — 87) +(+28) +(+53) +( — 387) +( - +(+415) = * 

10. ( — 34) +( - 38) +( - 42) +( - 59) +(+85) +( +137) +( - 203) = 

11. (+17) +-( - 18) +(+543)+( - 376) +( - 641)+(+84)+( - 15) = 

12. ( — 37) + ( - 48) + ( - 57) + ( — 74) + ( + 1 23) + ( +235) + ( +436) - 

13. (~213)+(+315)+(+518)+(-722)+(-88)+(-75)+(+429) - 

14. (+257)+( - 813)+(+569)+(- 137)+( — 146)+(— 158) +( 174) - 

15. (+483) +( - 75)+( - 84) +( - 97) +( — 103) +( - 125) +( - 150) - 

14. Subtragao de numeros relativos. l.° exemplo : 
(_[_ 15) - (+8). Yamos ao grafico C, procuremos a extremidade do 
niimero +15, contemos 8 segmentos para a esquerda e achare- 
mos +7. Portanto, (+15) -(+8) = +7. 

Para justificar este resultado basta lembrar que os mimeros 
positives sao os numeros naturais. (§8) Logo, (+15) -(+8) 
= 15-8 = 7 = +7. 

2 ° exemplo: (-4) -(+15). Vam os ao grafico C, procuremos 
a extremidade do numero -4, contemos 15 segmentos para a 
esquerda e acharemos -19. Portanto, - (4) - (+15) = - 19. 

Para justificar 6ste resultado poderfamos dizer que, de ac6r- 
do com o l.° exemplo, subtrair um numero positivo 6 contar 
para a esquerda. Mas 6 um resultado que causa extranheza 
aos estudantes ; vamos justifie+lo de um modo muito simples. 

Antdnio 6 um menino que tern debitos e cr4ditos. A sua 
situag&o financeira 6 a seguinte : 





i 

; 


! 
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D 6 b i t o s 

Creditos 

Pedro... 3 cruzeiros (- 3) 
Joao. ... 4 cruzeiros (- 4) 

Luiz 11 cruzeiros (-11) 

Carlos . . 8 cruzeiros (- 8) 

D6cio... 16 cruzeiros (—16) 

Artur... 5 cruzeiros (+ 5) 
Raul. ... 6 cruzeiros (+ 6) 

Jos6.... 15 cruzeiros (+15) 
Flavio . . 2 cruzeiros (+2) 

Omar.... 10 cruzeiros (+10) 

42 cruzeiros (-42) 

38 cruzeiros (+38) 


Portanto, se Antonio proceder a Iiquidagao de suas contas, 
ainda ficara devendo 4 cruzeiros. Acontece, porAm, que, no dia 
em que Antonio resolve liquidar suas contas, morre Jos6, sem 
deixar berdeiros, nem dinheiro. Logo, 5 necessario suprimir, eli- 
minar, tirar, subtrair, da' coluna dos creditos, a quantia de 15 
cruzeiros. E Antonio, privado dos 15 cruzeiros que Jos<§ lhe 
devia, fica devendo 19 cruzeiros em lugar de 4 cruzeiros. Da 
sua fortuna liquida de - 4 cruzeiros ( - 4) foi preciso tirar, sub- 
trair um credito de 15 cruzeiros (+15) e entao Antonio ficou 
devendo 19 cruzeiros (- 19). E eis por que (-4)- (+15) = - 19. 

3.° exemplo: (+3) -(-5). Vamos ao grafico C, procuremos 
a extremidade do segmento +3, contemos 5 segmentos para a 
direita e acharemos +8. Portanto, (+3)- (-5) = +8. 

Se o resultado obtido no 2.° exemplo causa extranheza aos 
estudantes, este deixa-os boquiabei’tos. Como ? Pois o minuendo 
sendo 3, o resto pode ser 8?! Vamos entao justificar 6ste resul- 
tado, como fizemos em relagao ao 2.° exemplo. A situagao finan- 
ceira de Luiz 6 a seguinte : 


D 5 b i t o s 

Creditos 

Fabio... 7 cruzeiros (- 7) 

Raul. ... 10 cruzeiros ( - 10) 

Silvio... 9 cruzeiros (— 9) 

D6cio ... 5 cruzeiros ( - 5) 

Artur.... 5 cruzeiros (+ 5) 
Jos5. ... 8 cruzeiros (+8) 

Pedro. . . 9 cruzeiros (+ 9) 

Carlos . . 12 cruzeiros (+12) 

31 cruzeiros (-31) 

34 cruzeiros (+34) 
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Portanto, se Luiz P-eder ^ 

ficard com 3 cruzeiros Aeon tec ,P Lo go, 6 necess&rio 

doar a Luiz os 5 cruzeiros que lhe sao ^vidos. 8^ de 5 crU . 

suprimir, eHminar da coluna i ■ 11 ^ J debito para com 

zeiros. E 6 claro que Luiz, iica ™° d 3 cruze iros. Da sua 

D4cio, com 8 ^zeiros m um d 4bito de 

f 5 "o 3 T- 5) e Lu?”o m ^cruzeiros (+8). E . por que 
_ *■ _ ® +' ' 7 \ _ (_ 15 ) Vamoa ao grifico C, procuremos 

a extremidade do aegmeuto -7 “+f°7)- (. J \ S ) = +8. 
direita e acharemoa +8. Port J o ^ do ^ C , 

5.° exemplo. (- +>) } io; - rP i aC ao ao 3.° e 4° exem- 

e procedendo como ficou mdicado e S 3) = _ 7 

plus, acharemoa -7. Portanto, (-20) ( W 

Em resumo : , 7 n _ r _ 15) = +8 

| 

Em primeiro lugar °^ r resultX’ de° cld^exemplo^ 
mostrado na justificagao o r con tar para a esquerda. 

$ sz z = 

M ™ conclu ' 

8563 l) g tuZ um nirmero posilvo 6 o memo ,ue somar um 
ZuZ um num.ro negalwo i o memo gue eomar um 

^oois. estabelecer a seguinte 

Regra. Para subtrai. de um ^ 

primeiro. 
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f (+15) - (+ 8) = (+15) + (- 8) = + 7 

(- 4) - ( + 15) = (- 4) + (-15) = - 19 

Exemplos . (+ 3) — (— 5) = (+ 3) + (+ 5) = + 8 

I (- 7) - (-15) = (- 7) +( + 15) = + 8 

(-20) — (— 13) - ( — 20) + (+13) - - 7 

Exerclcio. Caleular a seguinte expressao : 

(+8) - (+7) + (-9) - (-10) + (-5) + (-8) - (-25) 

Ja aprendemos que, para subtrair um niimero relativo, e 
i bastante trocar-lhe o sinal, e depois soma-lo em lugar de sub- 
trai-lo. Tomamos entao a expressao dada e substituimos o 
sinal que indica subtragao pelo sinal que indica adiQao, lendo, 

\ por£m, o cuidado de trocar o sinal dos numeros relativos que devem 
ser subtraldos. Teremos : 

(+8) - (+7) + (-9) - (-10) + (-5) + (-8) - (-25) = 
(+8) + (-7) + (-9) + (+10) + (-5) + (-8) + (+25) 

E, de ac6rdo com o exerdcio do paragrafo 15, 

(+8) + (+10) + (+25) - (+43) 

(-7) + (-9) + (- 5) + (- 8) = (-29) 

(+43) + (-29) = (+14) 

Portanto, o valor da expressao dada 6 (+14). 

Exercicios. S6rie II 

1. (+37)-(-15)+(-84)+(+28)-(-19)+(+17) = 

2. (-37) — ( — 42)+( — 85)+(+43) — (+77)- (- 88)+(+55) - 

3 . ( +54) +( — 87) — ( — 86) - ( +85) + ( — 82) — ( - 75) = 

4 . ( - 123) +( — 458) - ( - 736) +(+528) — ( - 898) +( — 1 345) - 

5. ( +67)+( - 84) - (+519)+( - 817) - ( — 731) — ( — 774) - 

15. A soma de dois ndmeros simetricos e zero. Con- 

sideremos no grafico C, os numeros +7 e -7. Sao dois numeros 
simetricos. (§10) A soma de dois numeros sim4tricos 6 zero. 
Com efeito, (+7) + ( — 7) = 0; (+13) + ( — 13) = 0; etc.. 

(§12) Dizemos que a soma de dois numeros relativos iguais em 
valor absoluto, sendo um positivo e outro negativo, e nula. Calcule- 
mos, por exemplo, a expressao seguinte : 

(+5) - (+8) + (-10) + (-5) + (+11) + (-8) + (+10) 
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Em „«,>» inar & — 7 , trans^nar a, saMra^, • 

«**"• A»im ”+ (+1.) + (-8) + (+W) 

(+5) + ( _ numeros sao simftrieos ; logo, 

Nesta ^pressao, o 1. e o ^ ^ temb(5m », m 4tn- 

( + 5>+ lg ;, + (+1°) - ,«■ s “p rimindo 6sto q 

-osdLxpre^. lad,— ( _ 8) = ( _ 5) 

Exercicios. Scric III 

Para calcular as expressoes ^ si * 

formas as sMracoos “*f “ mo fi“ J'Sicado bo §13. 

t ( ( ;Sm - 

5. (+43)+(-43)-(-75)-(+7o)+(+5 12 > _ 

16 -. “ref "(+fo)? d W^r°toP^®“ te ' Of 0 nd por 

f ri cut— o 

tanto, -(+10) - + ( _ 1Q) = + (+ 10 ) = (+10) 

Do mesmo mo , ( em consiste uma expressao 

17. Expresses. v * - g 6 uma expressao; t+§) 
Por exemplo, 7+8X b6 uma expressao. A primeira 

- (+7) + (-5) -(-9) 6 tamDem ^ ^ express6 es 6 que a 

diferenga notavel entre ^ £ por numeros inteiros, ao 

iZXt rCndt r—da p^ r — re.at.voa ou 
qualificados. _ . , 

Consideremos a express ao f gumfe 1#) (A) 

Nesta^" expressao' estd indicadajt s^" 

■ lt:HZ SXt » Si "ale STf 
sr& of;="r.a,, *. - — • 

W 

• i» * * 


S8fSS§B$$ 
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adicao dos sen niimeros relativos que a constituent. Assim, a ex- 
pressao (A) tomard a forma mais simples que se segue : 

+ 7-8+12-3-5 + 10 (B) 

E, quando o primeiro numero relativo da expressao dada 
for um numero positivo, n6s suprimiremos o sinal mais 

Daquf por diante nao fecharemos mais dentro de parenteses, 
os numeros relativos que devem ser somados. Mas 5 necessario 
que os estudantes se lembrem sempre que : 

7-8+9 significa tambdm (+7)+(-8)+(+9) 
_7-3-6+8 significa tambdm ( — 7)+( — 3) + (-6) + (+8) 

5+7+8+9 significa tambem. (+5)+(+7) + (+8) + (+9) 
-2+3-5+6 significa tambdm (-2) + (+3) + (-5) + (+6) 

Exerclcios. S£rie IV 

1. Dada a expressao (~7)+(-8) + ( — 10)+(4-12)+(+15)+( _ 18), 
suprimir todos os parenteses e depois calcular o valor da expressao. 

2. Idem, para a express&o (+8)+( — 5)+(+7) + (— 10). 

3. Idem, para a expressao ( - ll) + (+8)+(- 15)+(+20). 

4. Idem, para a expressao (+8)- (- 7)+(— 10) - (- 15). 

5. Idem, para a expressao ( - 2) - ( - 3) - ( - 4) - ( - 5) - ( - 6). 

6. Idem, para a expressao - (+5)+(-8)- ( - 12)+(+15). 

7. Dada a expressao 7-3 +5 - 6+8 - 9, colocar cada ndmero relativo 
entre parenteses, sendo cada parenteses precedido pelo sinal mats. 

8. Dada a expressao 8-7-5+6+9 + 11-13, colocar cada ndmero re- 
lativo entre parenteses, sendo cada parenteses precedido pelo sinal menos. 

18. Multiplicagao de numeros relativos. Ja vimos que, 
na multiplicagao de numeros inteiros, o multiplicador 6 um nu- 
mero abstrato que indica quantas vezes o multiplicando deve ser 
tornado como parcela. Nestas condigoes, _ 

(+8) X 3 = (+8) + (+8) + (+8) = (+24) 

(-8) X 3 = (-8) + (-8) + (-8) =* (-24) 

Consideremos agora as express6es (+8) X (-3) e (-8) X 
(-3). Desde que o multiplicador 6 um numero abstrato, (—3) 
significa que os multiplicandos (+8) e ( - 8) devem ser subtraldos 
trte vtzes. Logo : 

(+8)X(- 3)«= - (+8) - (+8) - (+8) = ( — 8)+( — 8)+( — 8) = ( — 24) 

(_8)X(-3)“ -(-8)-(-8)- (-8)-(+8)+(+8)+(+8)=»(+24) 
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(+8) x (+3) = (+24) Examinando os quatro resulta- 

(_g) x (+3) = (-24) dos ao lado conclulmos que: 

/ | p\ \/ (_3) = ( 24) Regra. 0 produto de dois numeros 

l _q\ v /_o\ _ C-j-24) relativos, com o mesrao sinal, 6 um 

* ' numero positivo ; o produto de dois 

numeros relativos , com sinais contrdrios, e urn numero negativo. 

19. Divisao de numeros relativos. A divisao e a operagao 
que tem por fim, dados dois numeros, determinar urn terceiro 
que, multiplicado pelo segundo, reproduza o pnmeiro. Logo, 
(+24) -t- (+3) = (+8) porque (+8) X (+3) = (+24) 

(-24) V (+3) = (-8) porque (-8) X (+3) = (-24) 

(+24) 4- (-3) = (-8) porque (- 8) X (-3) = (+24) 

(-24) 4 - (-3) = ( + 8) porque (+8) X (-3) = (-24) 

Re^ra. 0 quociente de dois numeros relativos, com o mes- 
mo sinal, e um numero positivo; o quociente de dors numeros 
relativos, com sinais contraries, e um numero negativo. . 

Exercicios. Serie Y 

(-B)X(-5)X( + 12)X(-l)X(-20)^ ( +96oo) 

’ 2 ' (+36) X ( ' 14) X ( ” 63) X <+5) X ( “ 5> fl X pr(+35 721 000) 

3. (-3)X(-5rx(-2)X(-7)X(- 1 )xm5)= 3?i5o) 

4. (-5) X (+7) X (-3) X (+4) X(-6) X- <+«9 ^ 

5. (-2)X(+3)X(-4,X(-5)X( + 1)X(-10) - i?2oo) 

6. (-2)‘ + (-2) 2 + (-2)3 + (-2)* + (-2)3 + (-2)3 = 7 

Resp. (+42) 

7. (-3)' + (-3F + (-3)3 + (-3)* + (-3)3 = ? 

Resp. ( - 183) 


8. ( — 2) 2 + ( - 3) 3 + ( — 4) 2 + ( — 5) 3 = ? 


Resp. ( — 132) 
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9, ( - 6) 2 + ( - 5) 3 + ( - 4) 4 + ( - 3) 5 + ( - 2) 6 = ? 

Resp. (-12) 

10 . (- 10) 3 + ( - 10) 2 + ( - 10) 1 + (+ 10) 3 = ? 

Resp. (+90) 

11. (-1) 1 - (-l) 2 + (-l) 3 - (-l) 4 + (-l) 5 ~ (-1) 6 =? 

Resp. (-6) 

12. ( — 2) 1 + (-2) 2 - ( — 2) 3 + (-2) 4 - ? Resp. (+26) 

y 13. ( - 3) 2 - ( - 3) 3 + ( - 3) 4 - ( - 3) 5 = ? Resp. (+360) v 

+ 14. (- 2) 1 - (- 2) 2 + (-2) 3 - (-2) 4 + (-2) 5 = ? 

Resp. ( — 62) 

15. (- 2) 1 - (-2) 2 - (-2) 3 - (- 2) 4 - (-2) 5 - (-2) 6 =? 

Resp. ( - 46) 

/ 16. (+10) + ( — 3)(+5) — (+2)(+7) — ( — 5)(+8) + 

+t — 3)( - 1)( — 5) = ? Resp. (+6) 

17. (-30) + (- l)(+6) — ( — 3)( — 5) + ( — 8)(+3) + 

+ (+2)( — 3)( — 4) = ? Resp. (-51) 

18. (-3) 2 + (-4)(-5) - (-2) 6 + (- 1)( — 5)(+10) = ? 

Resp. (+15) 

# 19. ( — 1)( — 2)( - 3)(+4) ( — l) 4 ( 5)( — 6)(+2)(+l) 

— ( — 2) 5 = ? Resp. (-53) 

20. ( - 8)(+5) + (- 3) 4 - ( - 3) 3 - (+5)( - l)(+3)( - 2) = ? 

Resp. (+38) 

21. ( - 2)( - 3)2 + ( - 2) 4 (+3) - ( - 5) 2 ( - l) + ( - 10) 2 (+ 1) = ? 

Resp. (+155) 

22. ( - 10) 3 + ( - 3) 4 (+2) + ( - 2) 5 ( - l) + ( - 2) 6 ( - 3) = ? 

Resp. (-998) 

23. ( - 2) 2 ( - 3) 3 - ( - 5) 2 ( - 2) 4 - ( - 1)( - 2) 3 ( - 3) 3 + ( - 5) 4 = ? 

Resp. (+333) 

24. ( - 5) 2 ( - l) + ( - 2) 2 ( - 3) 2 ( - 4)2 - ( - 1)«( - 2) 3 ( -3) = ? 

Resp. (+575) 

4 25. ( - 1)( - 2) 2 ( - 3) 2 ( - 5) - ( - 5) 2 ( - 4)( - 3) 2 ( - 2) 1 + 1000 = ? 

Resp. (-620) 

20. Ntimeros fracion^rios relativos. A necessidade de 
calcular a diferenga entre dois numeros inteiros a e b, no caso 
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particular em que a < b, nos levou a uma segunda ampliagSo 
do campo num4rico: a criagao dos numeros negativos. (*) 

Tudo o que dissemos neste eapitulo, em relagao aos numeros 
inteiros se aplica, sem restrigoes, aos numeros fracionarios com 
os quais podemos operar tal qual como fizemos com os numeros 
inteiros. Assim 4 que: 





i / 7 

\ ! „ 

/ , 10\ , / 7 \ / . 3 \ 


v *• (+T 

)+( + T, 

H + ^ 

) : 5 - 

(n)+(^) = ( + Tj 


/ 11 

\ / 4> 


1 

\ ! £ 



*■ (+T 

) + (-T, 

H + t 

) i 6 - 

1 

( 5 5 ) ( 5 ) 

| 


/ 2 


V / 7 

\ ! 

/ , 7 \ / . 4 \ / . 3 \ 


*• (-T 

) + ( + T, 

H+j 

) i 7 - 

5 ) (+ 5 ) \^~ 5 / 




v / 7 


/ , 2\ / 9\ / . 11\ 


4 ‘ (-T 

M + t, 

)-(-« 

) | 8 - 





( 

Exercicios. Serie VI 


'• 1 

a1) + ( 

4M 

+1) + 

(-t) + ( + t)- 





7 \ 



2. 


“e) + ( 

+ y) + 

("TeJ + C + 12 ) “ 




2 \ / 

11\ 


itF> " ! 

3. 

^ + io) ~ ( 

+ l>) + { 

“lb) 

( + 2 o) " ( +3 t) = 




f 1 \ 



S55 • 

4- 

( +2 t) - < 

l- 3 3) + 

(- 4 t) 

( 5 5 ) ( lo) " 

• 




, 5\„ 


i-. 

5. 


-t) x ( 

+ l) X 

( 9/ “ 

i 



9 \ , / 

. 3 \ 

( 5 \ 

1 

6. 

(-tM 

+ Io) + ( 

+ t) + 

( 8 ) = 

1 

7. 

K) 3 - ( 

-IV- 
2 / 


«■ (- 4 ) + (- 4 ) - 

1 

(*) 

A primeira ampliagao do campo 

numdrico consiste na criagao dos 

1 

ndmeros fraciondrios. 
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CirfiuLo II 


Expressoes Algebricas • 

21. Os simbolos algebricos. Os simbolos alg4brieos sao 
os sinais de operagao, de relagao e de quanlido.de. 

Comecemos pelos sinais de operagao. 

A adigao 4 indicada pelo sinal + ; a +5 significa que, ao 
numero a, 4 necessario somar o mimero b. 

A subtragao 4 indicada pelo sinal — ; a—b significa que, 
do numero a, 4 necessario subtrair o numero b. 

_ Nao esquegamos que o sinal -f- e o sinal — raramente indieam a 
adigao e a subtragao a fungao principal, quasi unica, d#stes dois sinais 6 
a de qualificar os numeros; lembremo-nos sempre de que a+b e a — b 
significant, respectivamente, (-fa)+(+6) e (+a)+(-6). A diferenga a-b 
<5 a soma dos numeros (+«) e ( - b). 

A multiplicagao 4 indicada pelo sinal X quando os fatores sao 
numericos, isto 4, numeros. Quando os fatores sao literals, isto 4, 
letras, a multiplicagao 4 indicada pela ligagao destas mesmas letras; 
ah, abc, abed, significant aXb, aXbXc, aXbXcXd. O mesmo acon- 
tece quando um dos fatores 4 num4rico e os outros, literals : 5a, lab, 
8xyz significam, respectivamente, 5Xa, iXaXb, 8XxXyXz. Em 
lugar de aX3, 5XbXd, cX3XdX4, escreveremos 3a, 5 bd,' 12 cd. 

A divisao 4 indicada de tres maneiras diferentes : a ~ b, 

a:b, ~ ; preferem-se as duas ultimas. 

A potenciagao e a radiciagao sao indicadas como em Aritmd- 
tica, e os numeros que entram nestas duas operagSes tern os mes- 
mos nomes : base e expoente, radicando e indice. 

Consideremos o produto 5a; 4 o mesmo que 5Xa ou aX5. 
Quando um produto cont4m um fator num4rico, 4ste 4 colocado 
em primeiro lugar, e da-se-lhe o nome de coejiciente. 

A definigao geral do coeficiente, aplicavel em qualquer caso, 

4 a seguinte : 
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Dado um produto constiluido de jatores numeri- 
cos e literals, chama-se coeficiente, o jator numerico 
d&ste produto. (*) 


Sab , nr 

Assim, dados os produtos 5xy, -g-» \ + 

_ K 3 5 V 2 

coeficientes respectivos sao 5, g’ \A 4 

N R O coeficiente 1 6 sempre omitido. Em lugar de 1 a 6 bastante 

nz:v um ^ rtf ip 

6 positive,. conclue-se que a forma completa do ndrnero + ® 

Os sinais que indicam relagoes entre duas quantidades a e 

sao diversos. Assim, 

a = b signijica que a k igual a b 
a > b „ „ a 6 maior que b 

a < b „ „ a 6 menor que b 

a ^ b „ „ a e dijerente de b 

Ainda existem outros sinais para indicar relates, e que serao 

conhecidos oportunamente. 

Os sinais de quantidade sao as letras. Estas representam 
quantidades conhecidas ou desconhecidas. 

22 Expressao algebrica. Expressao algebrica 6 uma com- 
binagfio de letras enumeros, ligados uns aos outros por smais 
que indicam operagoes. 

As expressOes , — 5 abc - 4 

2 o - 3b + 5c - d 3ob + ~ 3 ^ + W 

83.0 expressoes algebricas. 

Consideremos a seguinte expressSo algebrica : 

5 a - 3 be + 4a 2 - 5c 3 + 3 d 

(*) J~ I Almeida Lisboa, obra citada, pAgs.104 e 105. 

Aroldo Martini Zuccagni, Tratado de Algebra elementar, l.» volume, 15. 
*diC&o, 1938, p3«. 69. 


5 xy V 2 


seus 


Suponhamos que a = 5, 6 = 4, c = 2, d = 10. Podemos entao 
efetuar as operagoes indicadas nesta expressao. Substitmndo as 
letras pelos valores numericos que lhes foram atribuldos, teremos : 

5X5-3X4X2 + 4X 5 2 -5X 2 3 + 3X 10 

Ora, para calcular esta expressao, ja sabemos qual a regra a 
seguir ; em primeiro lugar, as operagoes de terceira esp6cie, depots 
as de segunda, e por ultimo as de primeira. Isto eqiiivale a dizer 
que, para calcular a expressao algebrica dada, 6 necessano cal- 
cular em primeiro lugar as expressoes parciais, + 5a, -36c, +4a , 
-5c 3 e +3 d e, em seguida, efetuar as adigoes e subtragSes. 

Cada uma das expressoes parciais 5a, - She, 4a 2 , — 5*, e 3a 

6 chamada t&rmo. _ ^ 

Termo e uma expressao algebrica cujos elementos nao estao 

separados pelo sinal mais ou menos. 

A expressao algebrica que tem sdmente um termo e chamada 
mondmio ; com dois termos e chamada bindmio ; com tres, trind- 
mio ; em geral, tendo mais de um termo, 6 chamada pohndmio. 

Quando, em uma expressao algebrica monomia, nao e mats, 
possfvel efetuar operagoes ou simplificagoes, dizemos que este 
monomio 6 irredutlvel; fica entao constituldo por um jator nume- 
rico e um ou mais jatores literais, dispostos em ordem alfabetica. 
O fator numerico 6, como ja dissemos, o coeficiente do mond- 
mio. (§21) , 

Valor numdrico de um polindmio e o valor que se obtem quanao se 

substituem as letras por numeros e se ejetuam as operagoes indicadas. 

Um polinbmio tem, em geral, uma infinidade de valores nume- 
ricos porque as letras podem ser substituidas por valores numericos 
quaisquer. 

Exercicios. Serie VII 

Supondo o=l, 6 = 2, c= 3, d=4, c = 5,/ = 6, calcular o valor 
numericos dos polinomios n. os 1 a 6. 


1. 3a - 56 + 4c 

2. a + 26 -(- 3c 

3. 8a + 76 4c 

4. 5a — 76 + 8c 

5. 3a + 56 — i e 

6. 2 a + 116 - c 


Id + 3e - 8j + 3 
4d - 5e - 5j — 7 
9d + e — 15/ + 5 
9d - 6 
8j — 7 

d + 8e - 10/ - 8 


1 1 


o 

o 

6 

e 

V 

v 

6 

c 

Q 

O 

V 

\J 
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Sendo z = 2, 11 = 3, z = 5, a = 4, b = 6, calcular o valor mim6- 
rico dos polindmios n. 05 7 a 10. 

7. 4 xy 4- 7 az -5 bx + a 9. 4 abx - 10a6 - 7 xyz 

8. Gab- - 3xy - 5 xyz ! 10. 5zy + 4yz - 8az - 4ab 


, 1 , 2 
Supondo a = —>o~—, c- ^ 

m6rico dos polinomios n. os 11 a 14. 

3 1 

11. 5 a — 3b + 4c - 3d + — J 

12. 3ob - 5 be + 2cd - 10 ad { 


: — , calcular o valor nu- 
5’ 


13. abc - abd - acd + bed 

, 2 

14. 3ad - 5ac+7bd - 2ob — — 


Supondo o = 2, b= - 3, c = 4, d= - 5, calcular o valor num<$- 
rico dos polinomios n. OB 15 a 25. 

15. 3a - 5b + 7c - 8d. 

16. - 4a + 5b - 3c -f- 6d 

17. 4ab — 3 be + 2 bed — 6ad. 

18. 5a+3b+4c+2d- ab-ac- ad- bd+ 15 

19. 5ab+3ac+4ad+2bd+5cd+7bc- 16 

20. abc+2abd+3bcd+2ad+3bc+4cd- 10ac+20 

21. a 3 +b 3 +c 3 +d 3 i 24. - a 5 4-4b*+5c? - 2d 3 

22. a 2 -b 4 +c-d 2 i 25. - 3a 2 b+4ac 2 - 5b 2 d 2 +3abcd 

23. 3a 2 - 5b 2 - 4c 2 - 3d 2 j 

23. Termos semelhantes. Sao os que tem as mesmas letras 

. _ .2 • • j n«/n/T/i'o annrl atn QPV l./T) I.fl/L & 


- 7a 2 }? 

- 8a 2 }? 
-15 a 2 b 2 


Dois termos semelhantes podem ser reauziuos a um au, 
esta indicado nos quatro exemplos acima. E’ bastante operar com 
os coeficientes, aplicando as regras relativas aos numeros rela- 
tives. - 2 

Primeiro exemplo: + 5+8 = + 13; + 5a 2 +8a — + a 
Segundo exemplo: +12-5=+ 7; +12ar -5x =+ 7x 3 


l 

ou dijerentes. 



+ 5a 2 

+ 12x 2 

+ 3abc 

1 

+ 8a 2 

- 5x 2 

— 8 abc 

1 

+ 13a 2 

+ lx 2 

- 5abc 
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23 

Terceiro exemplo: + 3-8= - 5; +3abc - Babe = - 5abc 
Quarto exemplo: - 7 - 8 = - 15 ; - 7a 2 b 2 - 8a+ 2 = - 15a 2 l? 
Quando os coeficientes sao fraeionarios, 6 convenient© fazer 
em separado as operagoes relativas aos mesmos. 


, 3 ab 2 ab , 

4- — + 5ao - 

^ 4 3 


2 ab _ , . 7ab , 

■ — - 3 ab + -rr~ab 
5 o 


1--1 


. io/au 

Re8posla. A expressao daaa 6 igual a 

N. B. Alguns autores separam o coefieiente fraciondrio, da parte li- 
teral, escrevendo + - ab, - — x l y, + -j- abc , - ~^ mn 

Os numeros mistos devem ser banidos do cdlculo algfibrico ; em lugar 

13 . , 7 ab 13xy 

de 3 — ab, 2 — xy, & mais simples escrever — , — g— 


Quando os termos semelhantes sao numerosos, pordm com 
coeficientes pequenos, a sua redugao pode ser feita oralmente. 
Consideremos a expressao algdbrica seguinte : 

+ 3ab — 5 ab + ab — 8 ab + 7ab + 6ab — ab 

E’ constituida por 7 termos semelhantes ; podemos entSo 
reduzi-la a um unico termo, dizendo : 

+ 3 - 5 = - 2 ; - 2 + 1 = - 1 ; - 1 - 8 = - 9 ; 

-9+7= -2 ; ■ — 2+6 = +4 ; +4-l = +3. 

E a expressao dada se reduz a um unico t£rmo : +3ab. 



4. 
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3xy &xy 
13. - xy + -j- + -g- 


xy - 3xy 


7 o ! , 9a 5 
13. 4a J - -g- + lo 

3abe . . , 7 flbc 

16 . - abc 4 ^ 4abc + jq 


17. + a ! b 


+ 5a 5 b 


9a J b . 7 a*b 

-r + ir 


24. O. denar um polinomio. Oonsideremos o polin6mio 

„3 _ 5o r + 60 - 8+9 a e - 3a 2 - o 5 + 80 ' 

fete polm&mio 6 constituido por oito ttanos que nao per- 
mitem neZma simplificagao „u redugao ; entretanto, ele pode 

ser ordenado, isto 6, escnto do seguinte modo^ 

_ 5a 7 + 9a e - a 5 + 8a 4 + a 3 - 3a 2 + 6a - 8 W 

Dm polin&mio « a soma algdbrica de todos os sou: s^ttrmos. 
E, desde que a ordem das parceta nao in ue^ Bntretant0 , hi 

SSEK - — 

ordem tr^Z IpoenUs ie uma meema letra ee apresenUm em 

l«oTu"ordenar o P olin6mio « ehamada Mr a 

ordenatriz. TT 

25. Classifica§ao das expressoes algebncas. ( ) ma 

ecmUm n e - 

ttSS 

3a 2 b + 7ab 2 - be e 5a^b - 7a \b 
A nrimeira 6 racional e a segunda e irracional. _ 

Uma expressao algebrica com expoentes fracionanos 

cional. Com efeito, x — . 

3a — 5b + 7c 2 =3a-5b + 7-Jc (§40) 

B eja dado depois do §41 deste comptodio. 
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Entretanto, a expressSo algebrica • 5z 4 -\Ja e b 9 

6 racional. Na verdade, ela contem letras sob radical ; mas, con- 
3 

siderando que V a 6 b 9 = a 2 b 3 (§34), resulta que: 

3 

5x - 4 ~ 4 a 2 b 3 

Observagao. 0 polinomio 5m - a sj 2 6 racional porque um 
polinomio 6 irracional quando cont6m letras sob radical. . 

Uma expressao algebrica e racional pode ser inteira ou 

jraciondria. . 

E’ inteira quando seus expoentes sao numeros mteiros e posi- 
tives; quando ndo tem letras em denominador ou, se as tem, seus 
expoentes sao numeros inteiros e negativos. (§39) Portanto, os 
polinomios racionais • ^ 

(1) 3x 3 + 4 xy (2) 5a 2 b - 7ab 2 + — 


4 + 7a 2 b - 4 


5a 3 4- 7 2 ab 


sao polinomios inteiros. 

Observagao. 0 polinomio (2) 6 inteiro porque nao tem letras 
em denominador; a natureza dos coeficientes numencos nao 
influe na classificagao. 

Uma expressao algebrica e racional e jraciondria, quando 
tem expoentes inteiros e negativos; (§39) quando tem letras em 
denominador, com expoentes inteiros e positivos. Portanto, os 
polinomios racionais 


(5) 5® _ 3^ 

W 4 yS 


5ab ~ 3 3 a ~ 2 b 
7 + 8 


5a 3b 
7b 3 + 8a 2 


(§39) 


sao polinbmios fracionarios. 

Um polinbmio pode ser inteiro em relagao a uma letra, e 
f raciondrio em rela^ao a uma outra. Por exemplo, o polin mio 

3a 5b _ 3x 
7 + T 5 y 
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& jraciondrio de urn modo geral ; 6 inteiro em relay So Is ietraa 

o, 6, x ; 6 fraciondrio em relagao as letras c e y. 

Qbservagao. Sao as expressoes algebricas racionais que 
podern ser inleiras ou jracionarias. Uma expressao irraeional nao 
6, de um modo geral, nem inteira, nem fracionaria. 

Entretanto, pode ser inteira ou fraciondria em relagao a uma 
ou algumas das letras que nela figuram. 

Ja aprendemos ( § 24) a ordenar um polinbmio racional e in- 
teiro. Um polinbmio pode ser completo ou incomplelo. ■ E’ com- 
pleto quando cont&n todas as potencias da letra ordenatriz, desde 
a mais alta atd a mais baixa, isto e, atd a potencia zero. ( § 38) Por 
exemplo, o polin6mio 

5a 6 - 7a 5 6 + 4 a 4 # - 3 a 3 6 3 + 3a 2 6 4 - 6 ab 5 + 6 6 

que tambdm se pode escrever 

5a 6 6° - 7a 6 6 4 +- 4a 4 6 3 - 3a 3 6 3 + 3 a 2 b 4 - 6a 4 6 5 + a°b° 

6 completo em relagao a letra a porque, a partir de a 6 , ele contdm 
todas as potencias’ de a, inferiores I sexta potencia, inclusive a 
potencia zero, isto A, a 5 , a 4 , a 3 , a 2 , a 1 e a 0 . O polin6mio dado 6 
+«mb4m completo em relagao a letra b, pelas mesmas razbes. 
Entretanto, os polin6mios 

5 a 4 — 7 a 3 b -f- 4a6 3 + 56 4 e 5o 3 - 7 a 2 6 

sao incompletos, porque o primeiro nao contdm a segunda po- 
tencia de a, e o segundo nao contdm a primeira pot&acia e a po- 
tencia zero de a. 
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26. Adigao algebrica. Consideremos a expressao algebrica 
seguinte: 

(3a+6) +- ( ~ 5a+76) + (8a — 66) +- ( — a — 86) + ( — 3a — 6) (A) 

Nesta expressao esta indicada a adig&o de cinco bindmios. 
O sinal +- que liga os cinco binomios indica a adigao ; no bin6mio 
3a+6, o termo 3a 6 positivo ; no bin6mio 8a -66, o t6rmo 8a 6 
tambdm positivo. Isto p6sto, eliminando os parenteses (E.M.P.V. 
§ 84), resulta : 

3a 6 — 5a +- 76 8a — 66 — a — 86 — 3a — 6 

Reduzindo os termos semelhantes, teremos 2a - 76. 

E 6 nisto que consiste a adigao dos polinomios. 

Regra. Para ejetuar uma adigao algebrica, escrevem-se os 
polinomios dados, uns em continuagdo aos outros, cada termo 
com o seu sinal, e reduzem-se os termos semelhantes. 

Exemplos 

1. (5a+6)+(-3a+2c)+(35+5)+(-5c+3a) » 

5a+6-3a+2c+35+5-5c+3a = oa+46 — 3c+5 

2. (3a-2&+5c-6d)+(-4a+2&-5c-7d+e) = 

3a — 25+5c — 6d — 4a+26 — 5c — 7d+* ” — a— 13d+c 

Vamos calcular o valor num6rico da expressao (A), fazendo 
a = 1 e 6 = 2. Teremos: 

(3Xl+2)+(-5Xl+7X2)+(8Xl-6X2)+(-l-8X2)+(-3Xl-2) - 
(3+2)+(-5+14)+(8-12)+(-l-16)+(-3-2) 
5+9-4-17-5 - 14-26 - -12 

Calculando o valor numerico da soma, 2a - 76, teremos : 

2a -76 = 2X1 - 7X2 = 2- 14 = - 12 
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Portanto, o valor num4rico da soma 4 igual a soma dos va- 
lores num4ricos das parcelas, contanto que as mesmas letras se- 
jam substituidas pelos mesmos numeros, na soma e nas parcelas. 

A adigao algebrica 6 a operagao que tem por Jim, dados dois 
ou mais polindmios chamados parcelas, Jormar um polindmio 
chamado soma, cujo valor numerico seja sempre igual d soma dos 
valores numkricos das parcelas, contanto que as mesmas letras sejam 
substituidas pelos mesmos numeros (ou valores), alids quaisquer, 
na soma e nas parcelas. 

As vdzes, quando os polinomios- sao muitos, 4 conveniente 
dar & adigao algdbrica uma disposigao semelhante a da adigao 
aritmdtica. 

(5o* - 7a 2 6+8a6 2 - 6 s +5) +(8a 2 6 - 5a6 2 - 9) + (7 - 86 3 - 9a 3 ) + 

( _j -4 _ a& 2 +a 2 6 — 4a 3 ) + (6a 3 — 1 lab 2 — 36 3 — 1) + (4a 2 6 +46 3 + 10) = 


+ 5a 3 - 7 a 2 b + 8ab 2 - b 3 + • 5 

+ 8 a 2 b - 5 ab 2 - 9 

- 9a 3 - 8b 3 + 7 

— 4a 3 + a 2 b — ab 2 + 6b 3 + 4 

+ 6a 3 - llab 2 -3 b 3 - 1 

+ 4a 2 b + 4b 3 + 10 

Soma = - 2 a 3 + 6a 2 b - 9ab 2 - 2b 3 + 16 


Escrevem-se os 
polindmios parce- 
las uns por baixo 
dos outros, de mo- 
do que os termos 
semelhantes se 
correspondam em 
linhas verticals ; 
em seguida, faz-se 


a redugao dos termos semelhantes. Esta disposigao nao 6 neces- 


sdria, mas 4 conveniente para evitar enganos. 


Excrclcios. Calcular o valor numerico de cada um destes seis poli- 
nfimios e do polinomio soma, fazendo a = l e 6 = 2, e verificar mais uma vez 
que o valor numerico do polindmio soma 6 igual £t soma dos valores numericos 
dos polindmios parcelas. 


Exerclcios. Serie IX 


N. B. ft conveniente dar a adigao algebrica uma disposigao semelhante 
h da aritmetica. 


1. (3a -56 + 7c) + (66 — 7a + 10c) + ( — 9a + 116 — 20c) + (c — 6 — a) = 

2. (4a 2 -56 2 + 7c 2 -8) + (15 -6c 2 + 96 2 -3a 2 ) + (8a 2 + c 2 — 9) + 

+ (76 2 — 15c 2 + 11) + (3a 2 - 126 2 + 12) + (a 2 + 6 2 + e 2 ) + (-20) = 

3. (a 2 + 6) + (a + 6 2 ) + (3a 2 - 56 2 ) + (5a - 76) + (4a 2 - 9a + 5) + 

+ (86 2 — 116 - 6) + (-3a 2 + 66 2 -7a-86- 15) = 

4. (a6 + ac) + {ab + 6c) + (3a6 - Sac - 56c) + ( - 5a6 - 5ac) + ( - a6 
- 26c) + ( - 3a6 + 56c - 7 ac - 8) = 
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5. (2a — 36.+ 5?/ — 8) + (-3a + 36 + 2x +7) + (-2-3x-4?/-56- 
6a) + (5a -6a: + 86- l\y + 20) = 

6. (7a 3 - 5a 2 6 + 8a6 2 - 96 3 + 10) + ( - 6a 3 + 6a 2 6 - 9a6 2 + 106 3 - 10) + 
+ (56 3 - Sab- + 7a 2 6 - 10a 3 ) + ( - 6a 3 - 8a 2 6 + 9a6 2 - 86 3 + 1) = 

27. Subtragao algebrica,. Consideremos a expressao alg4- 
brica seguinte: 

(3a - 5b + 7c) - (2a - 7b + 8c + 7) (B) 

Esta expressao significa que, do polindmio 3a - 5b + 7c 4 
necessario subtrair o polindmio 2a - 7b + 8c + 7. O sinal - que 
liga os dois polindmios esta indicando a subtragao que se deve 
efetuar; o primeiro termo de cada polindmio 4 positivo. 

Isto posto, e eliminando os parenteses (E.M.P.V. §84), resulta; 

3a — 5b + 7c — 2a + 7b — 8c — 7 

Reduzindo os tdrmos semelhantes, teremos : a+2b- c- 7. 
E 4 nisto que consiste a subtragao alg4brica. 

Regra. Para ejetuar uma subtragao algebrica, escreve-se o 
subiraendo depois do minuendo, teiido, porem, o cuidado de 
trocar os sinais dos termos do subtraendo ; em seguida, re- 
duzem-se os termos semelhantes. 

Exemplos 

1. (5a +36 - c) - (2a +56 - 3c) = 5a +36 - c - 2a - 56 +3c = 

= 3a - 2b+2c 

2. ( — 7x+4y—a) — ( — 8x+5y — 6) = — 7x-\-4y - a+8x — 5y +6 = 

= x-y-a+b 

Calculemos o valor num4rico da expressao B, fazendo a = l, 
b = 2 e c = 3. Teremos : 

(3X1-5X2+7X3) - (2X1-7X2+8X3+7) = 
(3-10+21) - (2-14+24+7) = 

14-19 = - 5 

Calculando o valor num4rico do resto a+2b-c - 7 teremos : 

a + 2b — c — 7 = 1 + 2X2-3-7 = 1+4-3 — 7 = -5 

Portanto, o valor num4rico do resto 4 igual a diferenga entre 
os valores num4ricos do minuendo e do subtraendo, contanto 
que as^ mesmas letras sejam substituidas pelos mesmos numeros, 
nos trds polindmios. 

, ^ subtragao algebrica 4 a operagao que tem por Jim, dados dois 
polindmios chamados, respectivamente, minuendo e subtraendo. 





Elementos de Mot erudite a 

formar urn tereeiro polindmio chamado res to, cujo valor num6- 
rico seja sempre igual d dijerenga entre os valor es numencos dos 
dois polindmios dados, emtanto que as mesmas letras sejam substi- 
tuldas pelos mesmos numeros ( ou valor es), alids quaisquer, nos ires 

polindmios. 

Exercicios. Scrie X 

1. (3a — 5b +7c - 2d +9) - (5a-116+8c+3d+10) «* 

2 . ( 5 a » - 8b 1 +9c s - 10d 2 +5e) - ( - 7a ! +96 ! - 10d 2 +8) - 

3. (a+6+c+d+e+/) — (-a-b — c — d — e—j) =* 

4. (8a6-3ac+9a<2-5a/) - (5ab -7ac + Uad -Saj) =* 

5. (7ax - 9ay + 1 laz — 7) - (5a6-9ac+8ad-8) - 

6. (5a-56+6c-7d+8) - (5wi+5n+6r-7s+8) 

7. (8a 2 -7a 2 +9a-5) - (-7+lla-8a 2 +5a 2 ) » 

8. (2a-36+5c-6d+7e-10) - (15+8e-10d+9c-76+a) “ 

9. ’( - 1 la - 126 - 13c - 14d - 15e) - (- 14a- 156- 16c- 17d-20e) - 

10. ( - 3abc+7abd - 8abe + 15) - ( - 7abc + lOabd - 5a6e +20) =* 

11. - (3a - 56) +( — 7c - 2a) - (6a+6-c) - (~3e+a+106) = 

12. -(2a-36+c)+(5a-66+7c) - (a-6-c)+2a-26+3c) - 

13. ( x+y ) - ( — 2x +3y) + (5x - 7) - (-8+3j/)-(*-l/-10) =* 

1 14. 3a - [5a-(76+3c)+10&] - [ -(2a-5c)+T6 ] - 

N B. Em primeiro lugar eliminam-se os parentescs; depots reduzem-se 
oa t^rmos semelhantes entre os colchetes ; por Ultimo eliminam-se os colchetes. 

15. -5a + [(2a -6) - (36+5a)] - [9c-(4a-36+2c) - (-10a)] - 

16. x- { 3 z- [2x-(5+7x-a)+3a] ~(2a-8)| = 

N. B. Procede-se como no exercicio 14, eliminando as chaves em 
ultimo lugar. . r 

17. (5a - 36) - [6 — (6a+8&)] - { [7a-(6-a)+5] - (3a-3&)} - 

18. Sendo A = a+5+c, B-c-a+6, C = c-6+a, D-c-a-6, calcular 
A — B+C — D, (A+B) — (C+D), (A — B) — (C — D). 

28. Potencia de um nfimero. Ja vimos em que consiste 
uma potencia qualquer de um numero. (E.M.P.V. §86) 

Aprendemos tambem os principais teoremas relativos a po- 
tenciayao, entre os quais devemos lembrar o primeiro, a saber : 
0 produto de duas potencias com a mesma base, e com expoen- 
tes iguais ou dijerentes, e uma potencia cuja base e a mesma das 
duas potencias dadas, e cujo expoente e a soma dos expoentes das 
dua 3 bases dadas. Abreviadamente diremos . 
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Para multiplicar duas potencias com a mesma base, 
£ bastante somar os expoentes. (E.M.S.V. §43) 

Por exemplo, 2 5 X 2 s = 2 8 . E, de um modo geral, 



fiste teorema se estende facilmente ao easo de tres ou mais 
potencias. Por exemplo : 

a 2 X a 3 X a 4 = a 5 X a 4 = a 9 
x 3 X x 4 X x 5 X x 6 = x 12 X x 6 = x 18 


E assim por diante. 

Podemos pois estabelecer de um modo geral que : 



29. Multiplicasao de monomios. Examinemos alguns 
exemplos. 

I. 4a X 56. i 

Jfi sabemos que 4a significa 4Xa e 5b, 5 Xb (§21). Portanto, 

4a X 56 = (4Xa) X (5X6) 

Em virtude da lei associativa da multiplicagao (E.M.P.V. 
§72,111), podemos escrever : i 

4aX56 = 4XaX5X6 

Lembrando a lei comutativa da multiplicagao (E.M.P.V. 

§72, I), -teremos : 

4aX56 = 4X5XaX6 

Voltando S, lei associativa da multiplicagao 

4a X 56 = 20 X ab 
E, finalmente, (§24) 

4a X 56 = 20a6 

II. 4cX3c = 4XcX3Xc 

= 4 X3 X c Xc 
= 12 Xc 2 

= 12 c 2 (*) 

(*) Deixamos aos estudantes o prazer de justificarem estas transfor- 
magoes. 

v 

'i 

J 

« , • . ■ j 
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HI. 4a 2 X 56 2 = 4 X a 2 X 5 X b 2 

= 4 X 5 X a 2 X 6 2 
= 20 X a 2 X 6 2 

= 20 a 2 6 2 (*) 

IV. 3a 2 6 X 5a6 2 c = 3Xa 2 X6X5XaX6 2 Xc 

= 3 X 5 X a 2 X a X b Xb 2 X c 
= 15 X a 3 X 6 3 X c 
— 15 a 3 6 3 c (*) 

Examinando os quatro resultados concluimos que : 

Regra. Para multiplicar dois monomios quaisquer, multipli- 
cam-se os coejicientes e, a, direita deste produto, escrevem-se as letras 
que entram nos dois mondmios, dando a cada letra no produto, um 
expoente igual a soma dos expoentes desta mesma letra em cada 
jator. Sendo os coejicientes numeros relativos, e necessdrio atender 
& regra dos sinais. (§18) 

Exemplos 

1. 5a 1 X 6a* = r 30a» } 4. 7ab X ( - 4a) - - 28a *6 

2. ( - 7x*y) ( - 5xy*) = 35 x*y* i 5. (~a e 6) X 3a6* = - 3a ‘6‘ 

3. ( - 50*6*) X 3a6* = - 15a’6‘ ! 6. ( - Sab) ( - 1) = 8 ab 


Exercfcios. Sdrie XI 

3 a*b a* 6 s 2 a 6 

!• ^X5ab*X — X- 3 -- 

5 a*c 3 abc 5a a 6 * aWc* 

8 4 6 5 ,./ 

3 . 4, x (+)(-?)(-**) - 

1 . ■ 

5. No primeiro exercicio, fazendo a = 2 e b°l, calcular o valor num 6 - 

rico de cada monfimio fator e do produto e verificar que o valor numdrico 
do produto 6 igual ao produto dos valores num 6 ricos dos fatores. 

6 . Mesmo exercicio em relagao ao n.° 2, fazendo a = l, 6 = 2 e c = 3. 

7. Mesmo exercicio em relagao ao n.° 3, fazendo x = 2 e y = 1. 

8. Mesmo exercicio em relagao ao n.° 4, fazendo 6=3 e m = 2. 

30. Multiplicagao de um polinomio por um monomio. 
Ja aprendemos a propriedade distributiva da multiplicaQao. 
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(E.M.P.V. §72, IV) Ela nos ensina que, para multiplicar uma 
soma por um numero, multiplica-se cada uma das parcelas por 
fete numero e, em seguida, somam-se os produtos parciais obtidos. 
Por exemplo, 

(7 + 4 + 5)X3 = 7X3 + 4X3 + 5X3 

Podemos, pois, escrever de um modo geral que : 

(a + b + c + ) X rn = am + hm + cm + 

E resulta assim a seguinte 

Regra. Para multiplicar um polinomio por um rnondmio, 
multiplica-se cada termo do polinomio pelo monomio e somam-se 
os produtos parciais. 

Exemplos 

1. (3a 2 - 506+62)706 = 21a 3 6 - 35a 2 6 2 +7a6 3 

2. (-5x 2 +7x?/ — 9y 2 )(-4x?/) = 20ar 3 y — 28x 2 y 2 +36x?/ 3 

3. (7a6-56c+8d)( — 1) = -7a6+53c — 8d 

4. ( — 5x 3 -8x 2 +9x)( — 2) = 10x 3 +16x 2 — 18x 

Exercfcios. Serie XII 

1. (2a - 36 + 4c - 5d) X 5x = 

2. Fazendo a = l, 6 = 2, c=3, d =4 e x = 5, verificar no exercicio an- 
terior que o valor nuradrico do produto 6 igual ao produto dos valores num<5- 
ricos dos dois fatores. 

. 3. (a* -a 2 +a-5)( — 5a6) = 

4. (5a 2 -76+8c-d)X4a6 = 

5. (7a» - 5a 2 6 +8a6> - 96 3 )( - 2a6) = 

6. (ae-3ad+4ae-5a/)X8ade/ = 

7. (-8)(a:‘-s l +a:-5) = 

8. ( - 3a6)(a J - 5a 2 6+7a6 2 - 86») = 

’• 

10. (- 1) (a 1 — a 4 +a* — a’+a — 1) ( — 1) = 

11. 7(4a - 6) + 5 (3a - 26) - 4(5a - 6) - 6 (a - 36) = 

12. (5a2 - 7a6 +86 2 )( — a6) - (6a 2 - 3a6+56 2 )( - 2a6) = 

13. (5a - 76 +3c+2)( - 1) +(a - 26 - 3c - 4d)( - 2) - ( - a +6 +c+d)( - 3) = 

14. 3a(26 - 5c) + 56(3a - 4c) - (4a - 36) 6c = 

Solucao. (6a6- 15ac) + (15a6-206c) -(24ac- 186e) = 

6a6 — 15ac+15a6 - 206c - 24ac+186c = 21a6 - 39ac - 26c 
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13. a(36-4c+8d) - 2a(6d-7c+36) - 3a(-46-d+6c) - ' 

16. 5a& - 7b(3a - 2c) + 4c(36 +2a) - 5a( - 66 - c - 7) = 

17. - 2a(56 — x) - 3a(5c-4) + 46(-3a-2) + (-2ax4-llac- 11a) = 

31. Multiplicagao de dois polinomios. Consideremos o 
Beguinte exemplo: (o + b + c) (m + n) 

Considerando como efetuadas as operagoes indicadas dentro 
dos primeiros parenteses (E.M.P.V. §83) teremos : 

(a+b+c) ( m+n ) = ( a+b+c)m + (a+6+c)n 

= (am-\-bm-\-cm) + (an+bn+cri) (§30) 

= am + bm + cm + an + bn + cn 

Podemos, pois, estabelecer a seguinte 

Regra. Para multiplicar dois polinomios, multiplica-se cada 
ttrmo do primeiro por cada termo do segundp e somam-se os pro- 
dutos parciais. 

Observagao. De ac6rdo com esta regra, se multiplicarmos um 
polinomio com m termos por um outro com n termos, o produto 
tera m + n termos. Entretanto, o numero de termos do produto 
4 geralmente inferior a m + n, sendo no minimo igual a dois. ( § 46) 


Exemplos j Escrevem-se os dois polin6- 

1. (a 2 — 2ab+b 2 ) (a -6) = j mios como esta indicado ao lado. 

a 2 -2ab+b 2 { Multiplica-se cada termo do mul- 

j tiplicando pelo primeiro t4rmo do 

— — — i multiplicador, isto 6, efetuam-se os 

a - 2a b + ab i proc i u tos a 2 X a, ( -2ab) X a e b 2 X a ; 

— a o+2ao"-o i + e p 0 i s multiplica-se cada termo do 

a 3 — da 2 b+SalP-b 3 i multiplicando pelo segundo ter- 
mo do multiplicador, isto 4, efetuam-se os produtos a 2 X(~b), 
( - 2ab) ( - b) e b 2 X(-b). Finalmente, somam-se os produtos 
parciais a 3 - 2 a 2 b + ab 2 e - a 2 b + 2 ab 2 - b 3 . 


a 2 — 2 ab+b 2 

a —b 

a 3 - 2a 2 b+ ab 2 
■ - a 2 b+2ab 2 - b 3 
a 3 — S+b+Safe 2 - b 3 


2. (a 3 - a 2 +a - 5)(a 2 +a — 3) = 

a 3 — a 2 +a-5 

a 2 +a-3 

a 5 — a 4 + a 3 — 5a 2 
+a 4 - a 3 + a 2 — 5a 
-3a 3 +3a 2 -3a+15 
a 5 -3a 3 - a 2 -8a+15 


No segundo exemplo temos 
tres produtos parciais resultan- 
tes das tres multiplicagoes se- 
guintes : 

(a 3 — a 2 +a- 5)a 2 
(a 3 — a 2 +a — 5)a 
(a 3 — a 2 +a - 5)( - 3) 


Opera (ues A ! p ebri c a s 


3. (a 3 +a 2 b+ab 2 +b 3 )(a-b) 

a 3 +a 2 b+ab 2 +b 3 

a —b 

a 4 +a 3 b+a 2 b 2 +ab 3 
— a 3 b — a 2 b 2 - ab 3 — b 4 
" a 4 -b 4 


No terceiro exemplo, se o 
multiplicando tern 4 termos e 
o multiplicador tern 2, o pro- 
duto deveria ter 8 ; entretanto 
ha no 3.° exemplo numerosos 
t6rmos sim4tricos, e o produto 
se reduz a dois termos apenas, 
isto 4, ao bindmio a 4 — b 4 . 


4. (5x 2 +2-3x+4x s )(-2x+5+3x 2 ) = j No quarto exemplo, 
4 x 3_j_ 5^2 _ 3x + 2 {os dois polinomios es- 

3x 2 - 2x + 5 { tao ordenados segundo 

12i»+15i*-'9is+ 6x 2 ! f Pottoeias decrescen- 

- 8**- 10x3+ ftt»- 4* | tes A P le ‘ ra 

+20*»+25x*-15x+10 ! ■ Q uan d° os polmo- 

— — — — — „ . ^ „ — ! — mi os que se vao mul- 

12x + -7x + x +37x — 19x+10 i tiplicar sao incomple- 
tos, (§25) conv4m dispor os produtos parciais de um modo espe- 
cial, para facilitar a redugao dos termos semelhantes. E’ prefe- 
rivel tomar como multiplicando, o polindmio que tern maior nu- 
mero de termos. 

5. (x 5 +x — x 3 — 6)(x 4 — x 3 +x 2 — x+7) = 
x 4 — x 3 + x 2 - x +7 
x 5 — x 3 + x — 6 
x 9 - x 8 + x 7 - x 6 + 7x s 

- x 7 + x 6 — x 5 + x 4 - 7x 3 


+ x 6 - x 4 + x 3 

— 6X 4 + 6X 3 

+7x 5 - 6X 4 


- x 2 + 7x 

- 6x 2 + 6x — 42 

- 7x 2 + 13x -42 


3X 3 + x - l)(x + 2) = 

2x 4 — 3X 3 + x — 1 

x +2 

2x 5 - 3X 4 + x 2 - x 

+ 4X 4 - Gx 3 + 2x — 2 

2x 5 + x 4 - 6X 3 + x 2 + x - 2 


■■ 
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7. (x 4 - 3x 2 + 2x + l)(x 3 - 2x - 2) 
x 4 - 3x 2 + 2x +1 

x 3 - 2x - 2 

x 7 - 3x 5 + 2x 4 + x 3 

- 2x 5 + 6X 3 — 4x 2 — 2x 

- 2x 4 + 6x 2 - 4x - 2 

a; 7 + 7x 3 + 2x 2 - 6x - 2 


8. (a 2 + & + c? - ab - be - ac){a + b + c) = 
a? - ab - ac b 2 - be + c 2 
a + 6 

a 3 — a?b — a 2 c + ab 2 — a6c + ac 2 

+ a 2 b — a6 2 — abc + b 3 — & 2 c + be 2 

+ a 2 c - abc - ac? + b 2 c - be? + c 3 

^3 - 3a6c + 6 3 +C 3 

Observa^So. Neste exemplo ordena-se o multiplicando de ac6rdo com 
aa potBncias decrescentes de a ; em seguida, ordenam-se os termos restantea 
de ac6rdo com as potencies decrescentes de b. 

Yoltemos ao primeiro exemplo. Se fizermos a — 3 e 6 = 1, nos 
polinomios fatores e no polinomio produto, verificaremos que o 
valor num4rico do produto 6 igual ao produto dos valores num4- 
ricos dos fatores. O mesmo acontecera no segundo exemplo, se 
fizermos a =10, e no terceiro, fazendo a = 5 e 6 = 2. (Os estudantes 
devem fazer estas verifica^Bes.) Podemos, pois, estabelecer que . 

A multiplicagao algebrica e a operagao que tern por Jim, dados 
dots polin&mios chamados respectivamente multiplicando e mul- 
tiplicador, jormar um terceiro polinomio chamado produto, 
cujo valor numtrico seja sempre igual ao produto dos valores nume- 
ricos dos dois fatores, contanto que as mesmas letras sejam substi- 


tuldas pelos mesmos numeros, ( ou valores) alids quaisquer, nos tres 
polinomios. Exercicios. Serie XIII 


1. (a 4 -3a 3 +7a 2 -5a+8)(a 2 -4a+5) = 

2. (a 4 — 4a 3 6+6a 2 6 2 — 4a6 3 + 6 4 )(o 2 — 2a6+6 2 ) = 

3. (x 2 -2xy+ y 2 ) (x 2 +xy+ y 2 ) = 

4. (5a 2 6+7a6+86)(7a 3 6+6a 2 6-5a6-86) = 
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5. (5a-6a 2 +10+4a 3 )(5a 2 +a 3 -5a+7) = 

6. (a 4 +a 3 +a 2 +a+l)(a — 1) = 

7. (x 4 +2x 3 +4x 2 +8x+16)(x-2) = 

/ 2a 3 a? 2a 3 \ ( „ 3a 1 \ 

8 - (-r“T + y-TH a t + t)" 


(a+6+c) 2 = 

( x-y+z-uf = 
(a +26+ 3c) 2 = 


12. (2a — 56+ 3c) 2 = 

/ a , 6 , c \2 

!3. (y + Y + t) " 


2 yy = 

5 ) 


15. (a 2 - 3a+7)(a - 5) - (a 3 - 5a 2 +7a - 8)(3a+ 1) = 

16. (5x+4x 2 +x 3 -24)(x 2 +ll -4x) 

17. (x 3 + llx — 4x 2 — 24)(x 2 +5+4x) 

18. (x 4 +x 2 — 4x— ll+2x 3 )(x 2 — 2x+3) 

19. (a+5)(-3+a)(a-2)(-2+a) 

20. (x 2 -x+l)(x 2 +x+l)(x 4 -x 2 +l) 

32. Formulas de multiplicagao; identidades. Algumas - 
vezes, o produto de duas expressoes algebricas, particularmente 
o de dois binomios, pode ser obtido sem efetuar a multiplica- 
gao das mesmas. Chega-se a este resultado pelo conhecimento 
de algumas formulas que vamos aprender. 

I. Calculemos a expressao (a + 6) 2 , isto 4, (a + 6)(a + 6). 
Efetuando-se a multiplicagao indicada, resulta a 2 +2a6+6 2 . 

a ft \ \_Primeira formula^ 

a + 6 J (a + b) 2 = a 2 + 2ab + b 2 

a 2 + a6 J 0 quadrado da soma de dois numeros 

_j_ a j } i )2 i e igual ao quadrado do primeiro, mais c 

a 2 + 2ab + 6 2 1 duplo produto do primeiro pelo segundo, 

i mais o quadrado do segundo. 

Exercicios orais 


Calcular mentalmente as expressBes seguintes : 

1. (x + 2/) 1 i 3. ( c+dY J 5. (e +/) s i 7. (a + 3) J 


2. ( m + n) s i 4. (r + s) J 


6. (< + «)* ! 8. (&+5) J 
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a — b 
a — b 
a 2 — ab 
— ab + 6 2 
a 2 — 2 ab + b 2 


23. (a»&+&c ! ) s 

24. (abc -f- 4)’ 

25. (a 2 6 2 +a 2 x) 2 

26. (3a -4- 26c) 5 

27. (5 + 7 abc) 1 

28. (3 xy + 8a 1 ) 1 


9. (c + 4) ! | 16. (5r + 2s) 2 | 23. (a*b + 6c 2 ) 2 

10. (r + l) J | 17. (5e +j) x i 24. (abc + 4) 2 

11. (s + 10) 2 I 18. (5a 2 + 76 2 ) 2 ! 25. (a*&*+a*x)» 

12. (t + 7) 2 r 19. (3m 4 +5n s ) 2 } 26. (3a + 26c) 5 

13. (2a+36) 2 \ 20. (8r 2 + 2s) 2 J 27. (5 + 7 abc)* 

14. (5m + 3n) 2 J 21. (4x 3 + 5t/ 2 ) 2 | 28. (3 xy + 8a 1 ) 1 

15. (4c + 3d) 2 | 22. (5a6 + 3) 2 ! 

1 1. Calculemos a expressao alg6brica (o — b) 2 , isto 6, (a - b) (a — b) . 

Efetuando-se a multiplicagao indicada, resulta a? — 2ab+b 2 . 

j \_Segunda jormula ] 

° ^ j (a — b) 2 = a 2 — 2ab + b 2 

— j 0 quadrado da dijerenga de dots nia- 

0—00 i meros e igual ao quadrado do primeiro, me- 

. - ab + b 2 | nos o duplo produto do primeiro pelo se- 
tt 2 — 2 ab + b 2 ] gundo, mais o quadrado do segundo. 


Exercicios orais 

Repetir os exercicios relativos & primeira fdrmula, trocando o sinal mais 
pelo sinal menos. 

III. Calculemos a expressao alg6brica (a + b)(a - b). Efe- 
tuando-se a multiplicagao indicada, resulta a 2 - b 2 . 

i \_Terceira jdrmula] 

a ^ ! (a + b)(a — b) = a 2 — b 2 

— — - ! A soma de dois numeros, multiplicada 

a oo j p e / a dijerenga dos mesmos dois numeros, 

— ab — b 2 i <5 igual ao quadrado do primeiro menos o 

a 2 — b 2 i quadrado do segundo. 

Exercicios orais 


1. 

(c + d)(c - d) = 

; 8. 

(m + n)(m - n) = 

2. 

(r + s)(r - s) = 

9. 

1 

(x + y)(x - y) = 

3. 

(a + 3)(a - 3) = 

! 10. 

(m + 5 )(m - 5) = 

4. 

(r + l)(r - 1) - 

! ii. 

(x + 7)(x - 7) = 

5. 

(2a + b)(2a — b) — 

1 12. 

(a + 3 m)(a — 3m) = 

6. 

(5 r + 3s)(5r - 3s) - 

j 13. 

(2x + y)(2x - y) = 

7. 

(5a 2 + 36)(5a ! - 36) = 

! 14. 

(5ab + 3c)(5ab - 3c) 
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IV. (a + b) 3 = a 3 + 3a 2 b + 3ab 2 + b 3 

\_Qua,rta j&rmula ] 

V. (a - b) 3 = a 3 - 3a 2 b + 3ab 2 - b 3 

\_Quinla jormula ] 

Observacao. Deixamos aos estudantes o cuidado de demonstrarem e 
traduzirem em linguagem ordindria as fdrmulas IV e V. 

Exercicios orais 

Calcular mentalmente as expressoes seguintes : 

1. (x + y)> i 3. (a + 2)> [ 5. (2a + 1) ! 7. (x + 3)« 

2. (x - y)> i 4. (a - 2)» } 6, (2a - 1)* ! 8. (x - 2)» 


VI. x -f- 5 j Consideremos a expressao (x+5) 

x d- 4 J (x-f- 4). E’ um produto de dois binbmios, 

x 2 + 5x i cujos primeiros termos sdo iguais. Efe- 

+ 4x + 20 ! tuando a multiplicagao indicada, acha- 
x 2 + + 20 ! remos z 2 -f-9a;-f-20. Ora, se observarmos 

i com atengao a operagao realizada, con- 
cluiremos que esta 6 dispensavel. E’ bastante observar que : 

(x + 5)(x + 4) = x 2 + (5 + 4)x + 5 X 4 
[Sexto jormula ] 

(x + a)(x + b) = x 2 + (a + b) x + ab 
Esta fdrmula significa que : 

0 produto de dois binomios que trim um l&rmo comum & igual 
ao quadrado do tfrrmo comum ; mais a soma algebrica dos termos 
dijerentes, multiplicada pelo t&rmo comum j mais o produto algS- 
brico dos tfrrmos dijerentes. 

Exemplos 


(a+3)(o+5) = a 2 +8a+15 
(m+8)(m-5) = wi 2 +3m-40 


(x — 3)(x — 5) - 
(c+3)(c — 5) = 


•8x+15 
2c -15 


Exercicios orais 


Calcular as express6e3 seguintes : 


1. (o+7)(a + l) 

2. (s+5)(x + 6) 

3. (m -f- 9 )(m - 4) 


4. (b - 5 )(b + 6) 

5. (c - 3)(c - 4) 

6. (3x - 2m)(3x + m) 


7. (ab +7)(ai> - 4) 

8. (d - 4 )(d + 7) 

9. (e + 8)(e + 5) 
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10. (o + 26) (a + 56) 

11. (a - 3x)(a + 5x) 

12. (x + 4m)(x - 3m) 

13. (4a +c)(4a-c) - 


14. (a* - 5) (a* + 3) 

15. (2a + 5)(2a - 4) 

16. (3m - 4)(3m + 7) 

17. (2c + 5) (2c - 6) 


18. (5x + l)(5x - 2) 

19. (2a + 6) (2a + 26) 

20. (3x + 5)(3x - 6) 

21. (x* - 2a) (X* + 3a) 


VII. 2x + 5 i Seja a expressao (2x + 5) 

3x _j_ 7 } (3x + 7). E’ um produto de 

« 2 _i_ i 'c | dois binomios cujos primeiros 

x X i termos sao semelhantes, assim 

14x 4~ 35 j como os segundos. Efetuando a 
6x 2 + 29x + 35 ! multiplicagao indicada, acharemos 
6x 2 4-29x4-35. Ora, se observarmos com atengao a operagao 
realizada, verificaremos que, na pratica, esta operagao 6 
tamb6m dispensavel. Com efeito, 

a) 0 primeiro termo do produto resulta da multiplicagao dos 
primeiros termos dos dois binomios. 

b) 0 segundo t&rmo do produto 6 a soma dos dois produto s que 
se obtSm, supondo um binomio colocado por baixo do outro, e mul- 
tiplicands em cruz os quatro termos dos dois bindmios. 

c ) 0 terceiro termo do produto resulta da multiplicagao dos 
segundos termos dos dois bindmios. 


1 . 

2 . 

3. 

4. 


Exemplos 

(5a +3)(7a +2) = 35a* +(+10a +21a )+ 6 = 35a l +31a + 6 
(3z +4)(5z - 6) = 153* +( - 18a: +20a: ) - 24 = 15a;* + 2x - 24 


(4m-7)(3m+2) = 12w , +(+ 8m-21m)-14 = 12m 1 - 13m - 14 
(3c — 5)(4c -7) = 12c* -f( -21c -20c )+35 = 12c* -41c +35 


[ Setima formula] 


(ax + b)(cx 4“ d) = acx 2 + (ad + bc)x + bd 


Observagao. Na pratica, os estudantes calcularao o segundo 
termo do produto, multiplicando em primeiro lugar os termos 
extremos e depois os termos centrais dos dois binomios dados. 
No primeiro exemplo, sendo 5a e 2 os termos extremos, e 3 
e 7a, os termos centrais, dirao : 5a X 2 = 10a; 3 X 7a = 21a; 
10a + 21a = 31a. 
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Exerclcios orais 


Calcular as seguintes expressoes 


1. 

(2a +5) (3a + 1) 

i 7. 

(a* + 5)(3a* - 4) 

2 . 

( m + 3) (2 m + 4) 

! 8. 

(a6 + 3)(3a6 - 5) 

3 . 

(3x - 2)(2x - 5) 

9. 

(3 xy - l)(4xy + 5) 

4. 

(5c - 4)(3c + 2) 

10. 

(3a6 + 2c )( ab + 3c) 

5. 

(3 y - 1)(4 y - 2) 

11. 

(m* + 3)(m* - 1) 

6. 

(2a + 6)(3a + 26) 

I 12. 

(5ac - 4)(3ac + 2) 


Em resumo, as principais f6rmulas elementares de multipli- 
cagao alg6brica sao sete, a saber : 

I. (a + b) 2 = a 2 4- 2ab + b 2 

II. (a - b) 2 = a 2 - 2ab + b 2 

III. (a + b)(a — b) = a 2 — b 2 

IV. (a + b) 3 = a 3 + 3a 2 b + 3ab 2 + b 3 

V. (a - b) 3 = a 3 - 3a 2 b + 3ab 2 - b 3 

VI. (x + a)(x + b) = x 2 + (a + b)x -f ab 

VII. (ax + b)(cx + d) = acx 2 + (ad + bc)x + bd 

Conhecendo bem estas fdrmulas, os estudantes podem evitar, 
na pratica, numerosas multiplicagoes de binomios. 

As sete fdrmulas que acabamos de aprender sao igualdades 
que subsistem sempre, sejam quais forem os valores atribuidos 
as letras que nelas figuram, contanto que dstes valores sejam os 
mesmos para ambos os membros de cada uma delas. Tais igualda- 
des chamam-se identidade.s. 


As igualdades constituidas exclusivamente de numeros en- 
train na categoria das identidades. Assim, 

3 X 8 = 24 3 X 8 = 6 X 4 3X8 = 48 -5-2 

sao identidades. 

Exercicios. Serie XIV 

Calcular as express5es que se seguem, fazendo uso das formulas 
de multiplicagao. 


Identidade e uma igualdade que se veri- 
fica sempre, sejam quais forem os valores iiii- 
mericos atribuidos as letras que nela figuram. 
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If 

V A 

fit’ 



1. (2a+3b) 2 - (5a - 2b) 2 4- (3 a +b) (3 a - 5) 

2. (x+5)(x+7) - (x - 4)(x - 3) + (2x - 3) 2 - (4 - 3x) 2 

3. (a+b) 3 - (a - 5) 3 +(2a - 3b) 3 

4. (3x+5)(2x - 5) - (2x+3) 2 - (5x+2)(3x - 4) 

5. (4a +-3b)(5a + 2b) + (3a + 2b) 2 - (7a -f b)(7a - b) 

6. (to+ 5) 2 - (to - 4) 2 +(3to+2)(3to - 2) - (to+5)(to - 4) 


Transformar os trindmios seguintes em produtos de dois 
bin6mios, isto 4, descobrir os dois binomios que, multiplicados 
um pelo outro, reproduzem os trindmios dados. 


7. x 2 +12x+36 

8. j/ 2 +24j/+144 

9. s l +34x+289 

10. a 2 +5a+6 

11. x 2 +2x+l 

12. x 2 -7x+6 

13. x 2 +3x+2 


14. a 2 -8a +16 

15. a 2 - 50a6+6256 2 

16. x 2 + llx+24 

17. a 2 +9a&+20f» 2 

18. t/ 4 — 20y * + 1 00 

19. a 2 b 2 -lla6+30 

20. x 2 -7x+12 


21. x ! +28x+196 

22. x 2 +llx+30 

23. 9a 2 6 2 +30a&c+25c 2 

24. x 2 - 8x+12 

25. 16a 2 6 4 -8ab ! c+& 2 c* 

26. x 2 +6x-7 

27. z 2 +llz-12 


33. Quadrado e raiz quadrada de um monomio. Para 
calcular o quadrado de um mon6mio, 4 bastante multiplica-lo 
por si mesmo. 

(5 a 3 b) 2 = 5 a 3 b X 5 a 3 b = 25 a 6 b 2 

(7 a 4 b 6 ) 2 « 7a 4 b 5 X 7 a 4 b s = 49a 8 b 10 

(~3X 5 ) 2 „ (_ 3x 5)(_ 3x 5) = 9 X 10 

( - 5ab 2 ) 2 - ( - 5ab 2 )( -5ab 2 ) = 25a 2 b 4 

Regra. Para calcular o quadrado ou a segunda potdncia de 
um mondmio, eleva-se o coejiciente ao quadrado e multiplicam-se os 
expoentes por 2. 0 mondmio dado pode ser positivo ou negativo ; 

seu quadrado 6 sempre positivo. (*) 

De ac6rdo com a regra para elevar um mon6mio ao quadrado, 
resulta que. um monomio qualquer, para ser quadrado perfeito, 
deve preencher as tres condigoes seguintes : 

(*) Quando dizemos que um mondmio 6 positivo ou negativo, estamos 
nos referindo ao sinal + ou — que o precede, e nao ao sinal do resultado que 
se obtdm, ao calcular o valor numdrico do mesmo mondmio. Um monomio 
positivo pode tornar-se negativo, ou mesmo nulo, quando se substituem as 
letras que nele entram por determiuados valores numdricos. 
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a) Deve ser positivo. 

b) 0 coejiciente deve ser quadrado perjeilo. 

i c) Os expoentes devem ser divisiveis por 2. 

Portanto, o mondmio — 25a 4 b 2 nao 4 quadrado perfeito por- 
que nao ha mondmio positivo ou negativo, cujo quadrado seja um 
mondmio negativo ; o mondmio +20a 4 b 2 tambdm nao 4 quadrado 
perfeito porque o coeficiente 20 nao 4 um quadrado perfeito j o 
mondmio -J-25a 4 b 3 tambdm nao 4 quadrado perfeito porque o 
expoente do fator b nao 4 divisive! por 2. 

Entretanto, o mondmio -j-25a 4 b 2 4 quadrado perfeito, porque 
preenche as tres eondigoes indicadas ; sua raiz quadrada 4 5a 2 6 
porque 5a 2 b X 5 a 2 b — 25a 4 b 2 . 

Observa?So. O mondmio +25a 4 6 2 tem duas raizes quadradas, a saber, 
+oa 2 o e — 5a 2 o. Com efeito, 

(+5a 2 6)(5a 2 6) = 25a 4 6 J - .. (-5a 2 6)(-5a 2 6) =■ 25a 4 6 2 

Em rigor, deveriamos dizer ou escrever : V 25a 4 6 2 = ±5a 2 b. 

Atd nova ordem, pordm, eonsideraremos sdmente a raiz positiva. 

j Regra. Para extrair a raiz quadrada de um mondmio , 

: extrai-se a raiz quadrada do coejiciente e dividem-se os expoentes 
j por 2. 

Esta regra resulta espont&neamente da elevagao de um mo- 
ndmio ao quadrado. Por exemplo, 

V9a 2 x° * 3ax3 V 36m'% 6 = 6TO 2 n 3 ^ 49a i m 6 x 8 = 7 a 2 m 3 x A 

34. Cubo e raiz cubiea de um monomio. Para calcular 

0 !( U * 0U a ^ erce4ra potdncia de um mondmio, 4 bastante toma-lo 
tres vezes como fator. 

( 7a 4 b 2 cf = 7 a 4 b 2 c X 7 a 4 b 2 c X 7a 4 b 2 c = 343a 12 b 6 c3 

( - 6aTO 4 x 5 ) 3 = ( - 6oto 4 x 5 )( - 6am 4 x 5 )( - 6am 4 x 5 ) = - 216a 3 TO 12 x 15 

1 Regra. Para calcular o cubo ou a terceira potdncia de um 

mondmio, eleva-se o coejiciente ao cubo ou d terceira potdncia e multi - 
plicam-se os expoentes por 3. Se o mondmio dado 6 positivo, sua 
terceira potdncia e positiva; se d negativo, sua terceira potdncia 6 
negativa. 

De aedrdo com a regra para elevar um mondmio h terceira 
potdncia, resulta que um mondmio qualquer, para ser um cubo 
perfeito ou uma terceira potencia exata, deve preencher as duas 
condigdes seguintes : 
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а) 0 coejiciente deve ser um cubo perjeito. 

б) Os expoentes devem ser divisiveis por 3. 

Quanto ao sinal, pode ser positivo ou negativo. 

Portanto, o monomio 10a 3 6 6 nao 6 um culm perfeito porque 

o coeficiente 10 nao 6 um cubo perfeito ; o monomio 27 a 3 b 7 tam- 
b6m nao 6 um cubo perfeito porque o expoente do fator b nao 6 
divisfvel por 3. 

Entretanto, o monomio 27 a?b 6 6 um cubo perfeito, porque 
preenehe as condigoes indicadas ; sua raiz cubica 6 3ctb 2 porque 
3 ab 2 X Sab 2 X 3ab 2 = 27 a 3 6 6 . 

Regra. Para extrair a raiz cubica de um monomio, extrai-se 
a raiz cubica do coejiciente , e dividem-se os expoentes por 3. 

Esta regra resulta espontaneamente da elevagao de um mo- 
n6mio & terceira potencia. Por exemplo, 

3 3 

V 125a 6 6 12 = 5a 2 6 4 V ~ 216m% 12 x 15 = - 6 w 2 « 4 x 6 

35. Quarta potencia e raiz quarta de um monomio. 
Para caleular a quarta potencia de um monomio, 6 bastante to- 
m£-lo quatro vezes como fator. 

(3a 4 &*c) 4 =« 3a 4 6 J c X 3 a 4 b*c X 3a 4 6 s c X 3a 4 &*c ■= 81o 16 & 8 c 4 
{-bm'x'y = ( - 5m 3 x 5 )( - 5m 3 x 6 )( - 5m 3 x s )( - bm'x*) = 625wi 12 x J0 

Regra. Para caleular a quarta potencia de um mondmio, ele- 
va-se o coejiciente d, quarta potencia e multiplicam-se os expoentes 
por 4. 0 mondmio dado pode ser positivo ou negativo; sua quarta 
potencia 6 sempre positiva: 

De aedrdo com a regra para elevar um monomio a quarta 
potdncia, resulta que um monomio qualquer, para ser uma quarta 
potencia exata, deve preencher as tres condigoes seguintes : 

o 

a) Deve ser positivo. 

b) 0 coejiciente deve ser uma quarta pot&ncia exata. 

c) Os expoentes devem ser divisiveis por 4. 

Portanto, o monomio — 81a 4 6 8 nao 6 uma quarta potencia 
exata, porque nao ha monomio positivo ou negativo cuja quarta 
potencia seja um monomio negativo; o monomio +50cp& 8 tam- 
b6m nao 6 uma quarta potencia exata porque o coeficiente 50 
nao 6 uma quarta potencia exata ; o monomio +81a 4 6 9 tambdm 
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nao 6 uma quarta potencia exata porque o expoente do fator b 
nao 6 divisfvel por 4. 

Entretanto, o monomio +81a 4 6 8 6 uma quarta potencia 
exata, porque preenehe as tres condigoes indicadas ; sua raiz 
quarta 6 Sab! 2 porque 3ab 2 X3alPX3ab 2 X3ab 2 = 81a 4 b 8 . 

Regra. Para extrair a raiz quarta de um mondmio , extrai-se 
a raiz quarta do coejiciente e dividem-se os expoentes por 4. 

Esta regra resulta espontaneamente da elevagao de um mo- 
nomio k quarta potencia. Por exemplo, 

4 4 _ 

V Wa^b 20 = 2 a 3 b 5 V 625m 8 /* 28 = 5m 2 n 7 

36. Potencias e raizes dos monomios. O que dissemos 
nos trds paragrafos anteriores e bastante para compreender como 
se eleva um monomio dado a uma potencia qualquer, e como 
se extrai uma raiz de qualquer grau de um monomio dado. E 6 
necessario nao esquecer que: 

a) Uma potencia qualquer de um mondmio e um monomio. 

b) Uma raiz de qualquer grau de um mondmio e um mo- 
nomio. » 

37. Divisao de monomios. Ja aprendemos a multiplicar 
dois mondmios. (§29) Por exemplo, 

7 a 3 d 4 X 5a 2 b 6 = 35a 5 6 10 

Consideremos agora a igualdade seguinte : 

M X 8a 3 6 2 c 4 = 40aW° 

Nesta igualdade, o mondmio 40a 5 d 7 c 10 6 o produto de dois 
monomios, um dos quais 6 conhecido : 6 o monomio 8 a^c 4 . 

Como caleular o monomio M ? Evidentemente, 6 necessdrio 
desjazer o que jizemos na multiplicagao, isto 6, dividir o mondmio 
40 a 5 bjc 10 pelo mondmio 8 a 3 b 2 c i . Ora, de acordo com a regra para 
multiplicar um monomio por outro, o valor do monomio M 6 
5 a 2 b 5 c 6 . Portanto, 

40a 5 d 7 c 10 : 8a 3 6 2 c 4 = 5 a 2 b 5 c 8 

Regra. Para dividir um mondmio por outro, divide-se o coeji- 
ciente do primeiro pelo coejiciente do segundo e ter-se-d assim o coeji- 
ciente do quociente ; ao lado deste coej iciente escrevem-se as letras do 
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15. m 3a ■ m 2a 

16. o 5m : a 2m 

17. 36a 5m : 4a 2 " 

18. x a+1 : x 0 " 1 

19. a: 30-5 : x 2 " -5 

20. a 4 ”*" 2 : a 3 ”*" 4 

21. a m+n : a m ~ n 


dividendo, dando como expoente, a cada uma delas, a dijerenga entre 
seu expoente no dividendo e no divisor. Quanto ao sinal do quocien- 
te, serd tie determinado pela regra dos sinais. (§19) 

Exercicios orais 

1 12a 3 :4a 2 ! 8. ( - 64a 5 m 8 ) : 8a 4 m 2 j 15. m 3a : m 2a 

2 24x 7 ’ 8x 2 I 9. ( - 24a 3 x 4 ) : ( - 8ax) J 16. a 5 ”* : a 2 ”* 

3. o 4 6 2 : ab ! 10- 14a 3 b 5 : ( - 2 ab 2 ) \ 17. 36a 5 ”* : 4a 2 " 

4 12a 3 & 6 • ( - 4a 2 6) 1 11. 36mW : 9m 5 n 2 ! 18. x° +1 :x°' 1 

5] ( -a 14 ) : a 11 i 12. ( - 7a 3 ) : ( - a 2 ) 19. x 3 - 5 : x 2 - 5 

6. 8a 3 b 3 : (-4a 2 b) j 13. a w : a" J 20. a 4 ”* 2 : a 3m ' 4 

7. 5a 7 x 5 : 5a 6 o? \ 14. 12x° : 3x* ! 21 * am+n : ° m 

38. O expoente zero. Dividindo a 5 por a 5 resulta a 5- , 
isto 6 a 0 . (§37) O que -significa a 0 ? Tomar a como fator zero 
vtzes f Evidentemente, isto nao tem sentido. Estamos diante de 
um resultado singular, como se diz em Algebra, e 6 necessario tn- 
terpretar, isto 6, explicar este resultado, descobnr a sua sigmfiea- 
cao Ora, dividindo um numero qualquer por si mesmo, o quo- 
ciente 6 a unidade : 7 +7 = 1, 8 4-8 - 1, etc.._ Portanto, a 5 : a =1. 

E estabeleceremos, entao, por convengao que, sendo a ai]e 
rente de zero, a expressao a° 4 igual a unidade 

Nestas conduces, 7° = 1, *» - 1, <■ W = 1. W ” >’ 
(-5 a 3 b 2 ) 0 =* 1, (a-b)° = 1, (a 3 + a 2 + a + 1)° = 1, etc.. 

Dividindo 24a 3 6 8 c 7 d por 3 a 3 b 5 c 2 d, o quociente 6 8 a°6 3 c 5 d . 
24a 3 6 8 c 7 d : 3a 3 6 5 c 2 fi = 8 a°b 3 c 5 d° 

Ja vimos, por£m, que a 0 = 1 e d° = 1. Logo, 

24aWd : 3 aWd = 8 X 1 X b 3 X c 5 X 1 = 8b 3 c 5 
Portanto, quando uma letra tem o mesmo expoente no dividendo 
e no divisor, ela nao aparece no quociente. 

Exercicios orais 

1. a 4 b:a 3 b 1 6. 15m 4 nr : 3mn i 11. x 5 :(-x 4 ) 

2 (-a 7 ): a 7 | 7. 36x 3 y 3 z : 9x 3 y 3 | 12. x 8 :(-x 8 ) 

3 ‘ X 5;x 5 ! 8. x 5 : (- x 5 ) * 13- (-m 4 ):m 4 

4. 3a 2 : (-a 2 ) ! 9. x 4 : x 3 j 14- r 7 : ( ~ r? ) 

5. a 4 b 3 c : abc ! 10. x 4 : x 4 ! ^ a 2 b:{-ab ) 


1. a 4 b : a 3 b 

2. ( - a 7 ) : a 7 

3. x 5 : x 5 

4. 3 a 2 : ( - a 2 ) 
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39. O expoente negativo. Dividindo a 2 por a 6 resulta 
a 2 ' 8 , isto 6, a" 3 . (§37) O que significa a" 3 ? Tomar a como fator 
menos trts vtzes ? Evidentemente, isto nao tem sentido. Estamos 
diante de outro resultado singular, que 6 necessario interpretar. 


a 2 : a 5 = 


Portanto, 


flXfl 

aXaXaXaXa 
a-3 = J_ 


aXaXa 


E convencionaremos que : 

Uma potencia com expoente negativo, de um numero a dije- 
rente de zero, e igual a uma jragao cujo numerador e a unidade, 
e cujo denominador e a mesma potencia, com o mesmo expoente, 
porem positivo. 

Uma vez interpretado o expoente negativo, chegamos facil- 
mente &s duas conclusOes seguintes : 

I. Quando um mondmio contem uma letra com expoente ne- 
gativo, devemos colocd-la no denominador, trocando, portm, o sinal 
do seu expoente. Com efeito, 


3a-« = 3 X A 


5a 3 6' 3 = 5Xa 3 X^ = ^ 
tr b A 


2" 3 a 4 6' 4 - i X a 4 X £ = 

II. Quando um mondmio contem uma letra com expoente negativo 
no denominador, devemos colocd-la no numerador, trocando, portm, 
o sinal do seu expoente. Com efeito, 


t~= = a 5 : b~ 5 = a 5 : — 
b' 6 b 5 


— a 6 b 5 


rrs = a -3 :2b 6 = - 5 :- = -X- = 


Exercicios. Serie XV 

Fazer desaparecer os expoentes negativos nas expressSes al- 
g6bricas seguintes : 

1. 5a 3 6' 3 + 7x" 8 a 4 -4' 2 x 8 -3a' 1 6 _1 


i 


.. 
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2. n&n 4 - m 6 a 5 + 4 m 3 n ' 3 - 3m 2 n 2 

3. 2~ 1 ab-5" 1 bc + 7~ 1 ac-3a' 2 bi i c' 2 

3a 5a~ 3 _ 3w~ 3 

m -2 m 2 5~ x a' 3 

- . _ 8c ^ , , 


5 . 3 a 2 fr<> + 5a°t > 3 + Calcular o valor desta expres- 

a"o u 

sao, para a = 3, b — 2, c = 1. 

6 . ^ _ L 6 ! + 1? - ^ + A. Calcular o valor desta 

5-c° a°c 2 crd a- 6 0 36 

expressao, para a = 3, 6 = 6 , c = 2, d = 1. 

lid 0 

7 . g a -2 _{_ 35 - x _j_ 4 c -2 4 — — — . Calcular o valor desta ex- 
pressao, para <t = 5, b = 3, c = 4, d = 10. 

8 . 4' 1 a5c— 2 ~ 2 a 2 &~ 2 c° 4- 8 _ 1 a~ 2 & 2 c 2 4* 16 _1 a°& 0 c 0 . Calcular 

o valor desta expressao, para a — 2, 6 = 4, c = 6 . ^ 

4 9 . 3 a-^c " 1 - 12« 2 b“ 2 c + Oa^c - 1 - 18 ^a&c + — • Calcular 

o valor desta expressao, para a = 3, b = 6 , c = 9. — 

]0 — 4 --- + —! + ^ + ^ + ” Calcular o valor 

50 ^ 5-1 ^ 5-2 r 5-3 ^ 5-4 5-5 

desta expressao, para a = 10 e b — 20 . 

40. O expoente fracionario. Ja aprendemos que (§§33 a36): 


yja 6 = a 3 

i 

1 

1 

3 

yj a 12 — a 4 

1 

1 

1 

| 

4 

y] a 20 = : a 5 

1 

1 

i 

5 

yj a 30 

I 

3 

1 

4 

1 

5 

-\/a 8 = a 4 

1 

1 

yj a 1 8 = a 6 

1 

1 

yj a 28 — a 7 

1 

1 

■ 

yj a, 20 


I 

| 

3 

1 

1 

4 

1 

1 

5 

yj a 10 = a 5 

1 

1 

yj a 21 = a 7 

1 

i 

yj a 32 = a 8 

I 

1 

yja 15 


Podemos resumir as regras conheeidas na seguinte 
Regra. A raiz com indice 11, de a™, e a elevado a uma potencia 
, m 

cujo expoente e — ■ 

De acordo com esta regra, teremos : 

8 4 8 S 


yj a, 12 — 1 


yja° = ( 


yj a 12 = a 3 V ° 5 = 0 8 ( ?) 
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5 Estamos diante de outro resultado singular. 0 que significa 

a 3 ? Tomar a como fator cfnco ttrgos de uma vez ? Evidentemente, 
isto nao tern sentido, e 4 necessario interpretar este novo resultado 
singular. Mas a interpretagao ja esta feita nas linhas acima ; o 
que dissemos 6 bastante para compreender que : 

JL L 3 — i 4 . 4 i 2 a 

3 3 = V 3 2 i 5 4 = a/ 5 3 1 7 5 = \l 7 2 


= V 5 3 


-1 3 _ 

7 5 =^72 

J_ 8 

a 3 = yj a 3 


Fica entao estabelecido que : 

Urn numero com expoente jraciondrio 6 a mesma coisa que um 
radical cujo radicando e o numero dado, cujo expoente e 0 numerador 
e cujo indice 4 0 denominador. 

41. As fragoes algebricas. Nem sempre 4 possivel dividir 
um mondmio por outro. O monomio 24a s 6 2 nao 4 divisivel pelo 
monomio 8a 3 b 5 porque o expoente de b no divisor 4 maior do que 
0 expoente desta mesma letra no dividendo. Verdade 5 que pode- 
rlamos escrever ( § 39) : 

24a 5 b 2 : 8 a 3 b 5 = 3 a 2 6~ 3 

Mas, na divisao algebrica, nao devemos operar com expoen- 
tes negativos, como veremos mais tarde. (§44) 

Igualmente 24a 3 6 4 nao 4 divisivel por 8 a 2 b 2 c porque ha no 
divisor uma letra que nao existe no dividendo. Na verdade pode- 
riamos escrever: . 

24a 3 6 4 c° : 8a 2 b 2 c = Sab 2 ^ 1 

Mas apareceria entao no quociente uma letra com expoente 
negativo. Em resumo, a divisao de um monbmio por outro 4 
imposslvel quando : 

a) 0 expoente de uma letra no divisor 6 maior que 0 expoente da 
mesma letra no dividendo. 

b) lid no divisor uma letra que nao existe no dividendo. 

Quando um monomio nao 4 divisivel por outro, representa- 

remos o quociente sob a forma de fragao (alg4brica) como fizemos 
em Aritm4tica. (E.M.P.V. § 143) 

3a : 56 = — - 7 a 2 b : H )ab 2 = f 12a 3 6 : 4a 2 c = ^ 


7a 2 b : lOab 2 = 


10 ah 2 
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E aparecem assim as fragdes alg4bricas. 

A fragao alg6brica 6 o quociente indicado da divisao de um 
monomio por outro. (*) Os dois monomios que a constituent sao 
chamados termos; o que fica sobre o trago horizontal 6 o nume- 
rator e o que fica em baixo do mesmo trago 6 o denominador . 

Todas as transformagoes e operagoes relativas as fragoes 
aritm4ticas se aplicam, sem restrigQes, hs fragoes alg4bricas, nao 
esquecendo, por4m, que os termos de uma fragao alg4brica sao 
expressoes alg4bricas. 

Gbservagao. Quando a divisao de um mondmio por outro 4 
imposslvel, indica-se a divisao e simplijica-se a jragao resultante. 

Exerdcio. Dividir 12am 5 n 4 pV por 4 m 2 n 3 pV 
„ _ . , 12 am 5 n 4 p 3 q 2 2>am 3 n 

12am*nW : ^n 2 n : W = 4m 2 n 3 p yif- = ~wT 

Exercicios orais 

Simplificar as seguintes fragdes : 


1. 

3 ab 
be 

i 

i 

i 

i 

i 

5. 

18 a 2 i 

30 \ 

9. 

x 2 y 2 

X 3 ?/ 3 

1 

{ 13. 

i 

3x 5 

6x 6 

2. 

4 a 

i 

i 

i 

i 

i 

6. 

I 

m \ 

m?n 

10. 

a 2 m 

am 2 

i 

! 14. 

i 

i 

ePb 2 # 

a 2 b 3 c 2 

3. 

ab 

ax 

i 

i 

i 

i 

7. 

3x j 

6 y | 

11. 

4 a 3 m 2 
7 a 4 m 2 

i 

! 15. 

1 
1 

2 abc 
abc 

4. 

3 xy 
6 xy 

i 

I 

i 

i 

i 

8. 

5a j 

5a \ 

12. 

lOabt 
5 abc 

I 16. 

m i n 

mn 4 




Exercicios. 

Serie 

XVI 



Efetuar as seguintes operagOes : 




1. 

— + 
a 

5 

a 

i 

i 

i 

i 

5 a 2 
6 ’ 2 a 

3a 2 
+ 2a 

■ 

i 

i 

i 

2a 

5 - X 

3 a 

+ x 

2. 

a 

2 a 

X 

i 

i 

i 

i 

i 

4 - 
b 

b 

a 

i 

i 

i 

i 

f- a 

6 * T 

X(-l) 

(*) 

Completaremoa adiante (§47) esta 

definig&o. 
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42. O sinal nas fragoes algebricas. Em uma fragao alg4- 
brica temos tres sinais a considerar: 

a) 0 sinal do numerador, isto i, o sinal que qualifica o nume- 

rador ou dividendo. \ 

b ) 0 sinal do denominador, isto 4, o sinal que qualijica o de- 
nominador ou divisor. 

c ) 0 sinal que precede a jragao, isto 4, o sinal que qualijica a 
jragao ou quociente. 

Vejamos o que se pode fazer com estes tr6s sinais. 
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Observemos que : 

+15 ; Regra. Dada uma jraqao algebn- 

+-q^j-=+(+ 3 ) = + 3 J ca, e consider ando os ires sinais que 

_ 15 i ela contem , podemos, se nos convier, 

+-^-g-= +(+3) = +3 j mudar dois sinais quaisquer, sem 

1 que o valor da jraqao se alter e. 

-i^r = -(-3)==+3 j De um modo geral, 

1K ! , + m , - m _ + m - rn 

; +4^r = '+'rv- — n ~ +n 

A regra acima tamb4m pode ser enunciada nos seguintes 
tfirmos : 

Dada uma jraqao algebrica, podemos multiplicar um de seus 
ttrmos por - 1 (trocar o sinal de um de seus termos) contanto que 
se mude o sinal positive ou neqativo que precede a jraqao. 

Exercicios para o quadro-negro 

Escrever de quatro modos diferentes cada uma das seguintes fra<;5es : 


-+(+3)-+3 


- ( - 3) = +3 


(-3) = +3 


3. 

5 

9 

i 

i 

i 

i 

5. 

2 

-5 

■ 

i 

i 

i 

■ 

7. 

-3 

8 

4. 

r 

9 

i 

T 

I 

6. 

-m 

n 

i 

i 

i 

i 

8. 

m 

-n 


43. Grau de uma expressao algebrica. Consideremos 
alguns monSmios racionais e inteiros, por exemplo, Qa 3 b, 10 abc, 
I2x e 30 ab 2 cd 2 . Lembrando que abede significa aXbXcXdXe, 

teremos: 6a 3 b = Q X aXaXaXb 

10 abc = 10XaX6Xc 

12x = 12 Xr 

30 alPcd 2 = ZOXaXbXbXcXdXd 

O primeiro monomio 6 constituido por cinco fatores dos quais 
um 6 num6rico e quatro sao literals ; diremos entao que o mo- 
n6mio 6 a?b 6 do quarto grau. O monomio lOafec, tendo trds 
jatores literals, 6 do terceiro grau ; o monomio \2x 6 do primeiro 
grau e o monomio 30afr 2 cd 2 6 do sexto grau. 

O grau de um monomio racional e inteiro e a soma 
dos expoentes das letras que entram neste monomio. 


Operaqoes Algebticas 


53 


Observasao. Se o moriftmio 6 constituido apenas por um nurnero, di- 
remos que este monomio 4 do grau zero. Por exemplo, o monomio 5 4 do grau 
zero. Com efeito, 5 = 5a 0 = 5a a m 0 = 5a °m °x etc., e a soma dos expoentes das 
letras de qualquer um destes monomios 4 zero. 

Consideremos os seguintes monomios racionais e fracionarios : 


5a 3 ?w/ 4 


3a 5 x 5 


Simplificando 6stes monomios resulta : 
a 5 b 7 — a 2 b 3 = a 3 6 4 [ E {ii remog q Ue 

5 a 3 m 4 -r- a 2 m = 5am 3 J 6 do 7.° grau, o se 
0 5 a ,s 4. a 2 x 2 = 3^2-3 J e o terceiro 6 do ; 


E diremos que o primeiro monbmio 
6 do 7.° grau, o segundo 6 do 4.° grau 
e o terceiro £ do sexto grau. 


3 0 5 a .5 a 2 x 2 _ 3 a 3 x 3 j e o terceiro e flo sexto grau. 

O grau de um monomio racional e fracionArio e a dife- 
ren?a entre o grau do numerador e o grau do denominador. 

Observasao. Consideremos o monomio • — : D’esta vez n&o 6 possi- 

mx 

vel simplificti-lo e transformd-lo em um mon6mio inteiro. Entretanto, sendo 
o numerador do 5." grau e o denominador do 2.® grau, diremos, ainda neste 
caso, que 4ste mon6mio 4 do 3.® grau. 

: 3 

3 Consideremos o monomio irracional V a 3 b 6 c 9 . Ja sabemos que 
a/ a 3 b 6 c° — alPc 3 . Observemos que o radicando 6 do 18.° grau, o 
indice da raiz 6 3 e o monbmio ab 2 (P 6 do 6.° grau. E diremos que : 

O grau de um monomio irracional e igual ao grau do 
radicando, dividido pelo indice da raiz. 3 

Portanto, ^ a G 6 um monomio do 3.° grau, V a 15 6 um mo- 
nbmio do 5° grau, etc.. 

Observasao. Nao 4 posslvel transformar \ a 3 6 6 em um monomio racio- 
nal ; entretanto, diremos por analogia que este monomio 4 do 4.® grau. 

O grau de uma expressao algebrica qualquer e o grau 
do termo de mais elevado grau. 

Consideremos os polinomios seguintes : 

07 

a 5 — a 4 6 3 + 7a 3 6 4 - b 8 — — — V a 2 b 4 + 4a 2 6 3 

m 

O primeiro polinomio 6 do 8° grau porque seu tSrmo de 
grau mais elevado, isto 6, o termo b s , 6 do 8.° grau. 

O segundo polinomio 6 do 5.° grau, porque seu termo de grau 
mais elevado, isto 6, o termo 4a 2 6 3 , e do 5.° grau. 
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As vdzes, pede-se o grau de um polindmio em relagao a uma 
determinada letra do mesmo polindmio. Nestas condigoes, res- 
ponderemos que o primeiro polindmio 4 do 5.° grau em relagao 
k letra a, e do 8.° grau em relagao a letra b ; o segundo polindmio 
6 do 3.° grau em relagao a letra a ou ^ letra b, e do grau - 1 em 
relagao a letra m. 

Um polinomio <5 homogeneo quando todos os seus termos sao 
do mesmo grau ; 6 nao homogeneo no caso contrario. Por exem- 
plo, considerando os polinomios 

a 3 -SaPb+SalP-b 3 x? -x?+x-l 

diremos que ambos sao do 3.° grau, sendo que o primeiro 4 homo- 
q&neo e o segundo 4 nao homog&neo. 

44. Divisao algebrica. A divisao algdbrica 4 a operagao que 
tem por jim, dadas duas expressoes algebricas racionais e inteiras, 
chamadas respectivamente dividend© e divisor, jormar .qma ter- 
ceira expressao algebrica, tambem racional e inteira, chamada 
quociente, cujo valor numerico seja sempre igual ao quociente dos 
valores numericos do dividendo e do divisor , contanto que as mesmas 
letras sejarn substituidas pelos mesmos numeros (ou valores ) alias 
iC quaisquer, nos tres polinomios. 

Representando o dividendo, o divisor e o quociente respe- 
ctivamente por A, B, Q, teremos: 
t A -i- B = Q . * . A = B X Q 

i A segunda igualdade significa que o dividendo 6 um pro- 

1, duto constituido por dois fatores : o divisor e o quociente. Po- 

demos entao dizer que : 

K A divisao algebrica 6 a operagao que tem por jim, conhecendo 

j; o produto de duas expressoes algebricas racionais e inteiras, e 

uma destas expressoes, calcular a outra. 

Na divisao algebrica ha tres casos a considerar : 

* ! a) Divisao de um monomio por um monomio. 

j|r b) Divisao de um polinomio por um monomio. 

c) Divisao de um polinomio por um polindmio. 

O primeiro caso ja foi estudado. Vimos como se divide um 
111 monomio por um monomio ( § 37) ; vimos tambem em que casos 

d a divisao 4 imposslvel e como, da impossibilidade desta divisao, 

resultam os expoentes nulos ou negativos e as fragoes alg4bricas. 

r 


0 pirogues Algebricas 


E agora podemos acrescentar que a divisao 4 imposslvel 
quando nao existe o terceiro monomio racional e inteiro exigido 
pela definigao da divisao alg4brica. 

E’ necessario insistir sobre o seguinte : a divisao de um mo- 
nomio por outro 4 considerada imposslvel quando : 

a) o divisor conlem letras que nao existem ho dividendo. 

b ) o expoente de uma letra no divisor 4 mais elevado que o 
expoente desta mesma letra no dividendo. 

Pouco importa que o coeficiente do dividendo nao seja divi- 
slvel pelo coeficiente do divisor ; isto nao 4 um caso de impossi- 
bilidade na divisao de um monomio por outro. Assim 4 que 3 a 4 & 2 
4 divislvel, sob o ponto de vista alg4brico, por 5 a 3 b, sendo o quo- 
ciente igual a . Embora o coeficiente do quociente, isto 4, 
— , seja fracionario, o quociente 4, alg4bricamente, uma ex- 
pressao inteira. 

Observasao. liepetir 03 exercfcio3 orais dos §§ 37 e 38. 

45. Divisao de um polinomio por um monomio. Lem- 

brando que: ...... , . 

(a + b -}- c) X l — al -f- bl -|- cl 

torna-se evidente que : 

(al + bl + cZ) : l = a -f- 6 -f- c, isto 4, 

Regra. Para dividir um polindmio por um mondmio , divi- 
de-se cada Itrmo do polindmio, pelo mondmio, e somam-se os quo- 
cientes. 

Na divisao de um polinomio por um mondmio, 4 inutil o 
emprdgo da chave ou caixa da divisao, isto 4, do sinal | . 

A operagao se efetua como esta indicado nos exemplos que 
se seguem : 

1. (15a 3 6 - 10a 2 6 2 +20a6 3 ) : 5 ab = 3a 2 - 2ah+46 2 

2. (Sx 3 - 5x 2 +7x) : ( - 2x) — — + ~ - — 


3. (a 3 x 2 - a 4 r ! +a 5 x 4 y) : a 2 x 2 — a - a 2 x-\-a 3 x 2 y 

4. (6a 2 6 2 - 5a 3 6 3 +12a% 4 ) : ( - Qa 2 b 2 ) = — 1 + - 


- 2 a 2 b 2 
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5. (a 3 b - a 2 b 2 -\-ab 3 - b 4 ) : ab = a 2 - ab+b 2 - — 


6. (a 3 — a 2 -fa — 5) : am 


= a 2 -ab+b 2 

a 


am am am am 


ur U- ^ X cr 

m m m am 

Nos dois ult.imos exemplos, os quocientes sao polinomios ra- 
cionais, por6m fraciondrios ; logo, as divisSes correspondentes 
sao impossiveis. (§44) A divis&o de um polinomio por um mon6- 
mio 6 impossivel quando um dos t6rmos do polinomio nao 6 divi- 
slvel pelo mon6mio ; neste caso, indica-se a divisao e, em segui- 
da, simplifica-se a fragao resultante. 

Exercicios. Scrie XVII 

1. (6a 3 - 4a 2 + 2a) :2a 

2. (a 3 -5a 2 b+3ab 2 -b 3 ):ab 

3. (x 3 ?/ 3 - xhf+xy) : xy 

4. (6a 4 - 12a 5 + 18a 6 ) : ( - 3a 4 ) 

5. [a 3 (x -y)- a 2 (x - y)+a(x -y)-(x-y)] : (x-y) 

6. ( - 24a 5 x+30a 4 x 2 - 36a 3 x 3 +42a 2 x 4 - 48ax 5 ) : ( - 6ax) 

7. (3a 4 b - 5a 3 b 2 +6a 2 b 3 - 7 ab 4 ) : 8ab 

8. ( - 4a 4 b+6a 3 b2 - 8a 2 b 3 + 10ab 4 ) : ( - 2 a 3 W) 

9. (xy 5 - xV+xV - xV+x 5 y) : xhf 

in /3a 3 b 5 a 2 b 2 , 2ab 3 \ lOab 

(i r + 

11. (5a m - 1 0a m_1 + 1 5a m ' 2 + 20a m ~ 3 ) : 5a m fi 

12. ( a 2m+ 1 - a 2m + a 2m_1 - a 2m ~ 2 ) : a m ~ 3 

46. Divisao de um polinomio por um polinomio. (*) 
Para dividir um polin6mio por um polinomio, procede-se de acbrdo 
com a seguinte 

(*) ftste assunto nao figura no atual programa de Matematica ; pode- 
mos, pois, dispensd-lo, se assim o exigir a carencia de tempo. 
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x 6 — 4x 4 a 2 +4x 2 a 4 - a 6 I x 2 - 


Regra. Ordenam-se 


-x 6 + x% 2 x 4 -3x 2 a 2 +a 4 08 dois PolinSmios de 

(redo) — 3x 4 a 2 +4x 2 a 4 - a 6 ac6rdo com t as f ot&n ~ 

+3x 4 a 2 — 3x 2 a 4 cias decrescentes de uma 

— . — 2~5 q- mesma letra, e no mesmo sentido. 

{res o) + xa-a^ ^guidct, divide-se o primeiro 

— x a ' a termo do dividendo, x 6 , pelo pri- 
0 meiro tfrrmo do divisor, x 2 , obtendo- 
se assim o primeiro Urmo do quociente, x 4 . Multiplica-se o pri- 
meiro termo do quociente por todo o divisor, e subtrai-se o produto 
de todo o dividendo. Divide-se o primeiro termo do resto, -3x 4 a 2 pelo 
primeiro Urmo do divisor, x 2 , obtendo-se, assim, o segundo Urmo do 
quociente, — 3x 2 a 2 . Multiplica-se o segundo termo do quociente por 
todo o divisor, e subtrai-se o produto de todo o primeiro resto. Divi- 
de-se o primeiro Urmo do segundo resto, x 2 a 4 , pelo primeiro Urmo 
do divisor, x 2 , obtendo-se assim o terceiro Urmo do quociente, a 4 . 
Multiplica-se o terceiro termo do quociente por todo o divisor, e 
subtrai-se o produto de todo o segundo resto. E assim por diante. 


2. x 3 - y 3 

x-y . 

— x 3 +x 2 y 

x 2 +xy-\-y 2 

(resto) -\-x 2 y — y 3 
-x 2 y-\-xy 2 


(resto) +xy 2 — y 3 

-xy 2 -\-y 3 


0 



Neste segundo exemplo, os dois polin6mios estao ordena- 
dos de ac6rdo com as pot'bncias decrescentes de x. Esta orde- 
nagao deve ser conservada durante toda a operagao. Ao efetuar 
a primeira subtragao, ficarlamos embaragados se, em lugar de 
x 2 y_yS (resto), escrevessemos —y 3 +x 2 y; como dividir y 3 por x? 
E’ indispensavel, pois, ao escrever os restos, ter o cuidado de 
orden+los de acbrdo com a letra ordenatriz do dividendo e do 
divisor, e no mesmo sentido. 
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3. a? -3abc+b?-)-c? [ a +& + e 

— a 3 — a 2 b — a 2 c g 2 — a& — oc-j-5 2- &c-f-c 2 

— a 2 b — a 2 c-3abc-\- 6 3 +c 3 
+ a 2 6+a& 2 + abc 

— a 2 c+ ab 2 - 2abc-\-b 3 -\-c? 

+a 2 c-f- a6c+ ac 2 

+ ab 2 - abc-EacP+b 3 -f-c 3 
- ab 2 - b 3 -b 2 c 

- abc-\-ac? -b 2 c-\-c? 

-fa&c+^c+frc 2 

+ac 2 +&c 2 +c 3 
— ac 2 - be 2 — c 3 

o' 


Esta divisao 6, na apar&ncia, muito diffcil. Entretanto, 4 tao 
fdcil como as outras. E’ bastante tomar as seguintes precaugoes : 

a) ordenar o dividendo, o divisor e os restos em relagao d letra a. 

b) se vdrios termos contem a com o mesmo expoente, ordend-los 
em relagao d letra b. 

c) quanto aos t&rmos que nao conttm a, ordend-los 'em relagao 
d letra b. 

Vamos agora demonstrar a regra geral para dividir um poli- 
n6mio por um polinomio. (*) 

Em primeiro lugar observemos as duas multiplicagoes se- 
guintes : 


x 3 -!- x 2 + x l -\- x° | 

x 2 + x 1 ^- x° } 

x 5 -f- x 4 + x?-\- x 2 ; 

+ x 4 + x?+ x 2 + x 1 j 

+ x 3 -}- x 2 + x 1 +x° i 
x 5 +2x 4 +3x 3 -f3x 2 -l-2x 1 -|-x 0 J 


x 3 +x 2 +x 1 -f-x° 
x 1 — x° 

X 4 -t-X 3 +X 2 -j-X 1 

— x 3 — x 2 - x 1 - x° 
x 4 — x° 


0 primeiro produto deveria ter 12 termos e o segundo, 8. 
Entretanto, o primeiro tern 6 tfirmos e o segundo, apenas 2. 


(*) Tudo o que se segue, at6 o fim do pardgrafo, serd ensinado aos estu- 
dantes quando fetes estiverem bem familiarizados com a divisao alg6brica, 
ieto 6, depois de feitos todos os exercicios dados no fim dfete par&grafcs. 




Qperagdes Algebricas 


59 


Isto aeontece porque os vdrios produtos parciais tem termos 
semelhantes, que se reduzem. Mas, por maior que seja o numero 
de termos semelhantes, o produto de um polinomio por um poli - 
ndmio tem, pelo menos, dois termos. E por que? 

No primeiro exemplo, os dois polinomios estao ordenados 
segundo as potencias decrescentes da letra x. Torna-se entao 
evidente que o primeiro tdrmo do produto, isto 6, x 5 , proveniente 
da multiplicagao de x 3 por x 2 , nao pode, em absoluto, reduzir-se 
com qualquer outro tSrmo. Analogamente, o ultimo tSrmo do pro- 
duto, isto 6, x°, proveniente da multiplicagao de x° por x°, tam- 
b&m nao pode, em absoluto, reduzir-se com qualquer outro termo. 

0 mesmo aeontece no segundo exemplo ; quasi todos os 
termos dos produtos parciais sao sim^tricos, dois a dois e, por 
isso, desaparecem do produto total. Este 6 constituldo sdmente 
pelos dois termos que nao podem desaparecer, isto 6, x 4 e x°. 

Em resumo, multiplicando dois polindmios convenientemente 
ordenados de acordo com as potencias crescentes ou decrescentes 
de uma mesma letra, observa-se que : 

a) 0 produto do primeiro lirrno do multiplicando pelo primeiro 
ttrmo do multiplicador e o primeiro termo do produto total. 

b) 0 produto do ultimo termo do multiplicando pelo Ultimo 
t&rmo do multiplicador e o ultimo termo do produto total. 

c) Os demais produtos parciais podem desaparecer do produto 

total. 

d) 0 produto de dois polindmios pode jicar reduzido a um bi- 
ndmio. 

Isto p6sto, vamos dividir o polinomio 


pelo polin6mio 


15a 5 - 34a 4 +62a 3 - 56a 2 +53a - 35 
5a 3 - 3a 2 +4a - 5 


Representando por x+y-f-z-|-t-f- . . o quociente da divi- 
sao, quociente este que ainda nao conhecemos. podemos escrever : 
15a* - 34a 4 +62a 3 - 56a 1 +53a - 35 = (5a 3 -3a l +4a-5)(a:+y+z+<+ ) 


E, de acordo com a regra para 
por outro, lembremos que : 


multiplicar um polinomio 
(5a 3 -3a 2 +4a-5) x+ 


(5a 3 -3a 2 +4a -5) y + 
(5a 3 -3a 2 +4a-5) z + 


(5a 3 -3a 2 +4a-5) t + 


•1 

3 


I 

1 



15a 5 - 34a‘ + 62a 3 - 56a 2 + 53a - 35 = 
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Preparando a divisao como ja foi indicado, teremos : 

15a 5 - 34a 4 + 62a 3 - 56a 2 + 53a -35 | 5a 3 -3a 2 + 4a-5 

x-f-y+z+t-f . . . . 

Para determinar os valores de x, y, z, t, etc., dividamos o 
nosso trabalho em varias partes. 

Primeira parte : determinagao do termo x. 

Estando os tres polinomios ordenados, o primeiro termo do 
dividendo, 15a 5 , 4 o produto do primeiro termo do divisor, 5a 3 , 
pelo primeiro termo do quociente, x. Portanto, 

15a 5 = 5a 3 X x . ' . x = 3 a 2 

Esta descoberto o primeiro termo do quociente : 4 3a 2 . E 
fica tamb4m explicado por que 4 necessario dividir o primeiro 
t4rmo do dividendo, pelo primeiro termo do divisor. 

Multiplicando 3a 2 por todo o divisor, e subtraindo o produto 
de todo o dividendo, teremos : 

15a 5 — 34a 4 +62a 3 — 56a 2 +53a - 35 5a 3 -3a 2 +4a-5 

-15a 5 + 9a 4 - 12a 3 + 15a 2 3 d 2 _{_ y z t 

( reston . 1) - 25a 4 +50a 3 - 41a 2 +53a-35 

Se a multiplicagao de um polinomio por um polinomio esta 
bem compreendida, 4 facil concluir que o resto n.° 1 4 o produto 
do polindmio 5o=-3<.»+4a-5 

pelo polindmio 


y + z + t + , isto 4, 

f (5a 3 — 3a 2 + 4a — 5) y -f 
- 25a 1 + 50a 3 — 1 1 a 2 + 53a — 35 = \ (5a 3 -3a 2 +4a-5) z + 

[ (5a 3 -3a 2 +4a-5) t +. . 

Segunda parte : determinagao do termo y. 
Vamos entao dividir o polinomio 

-25a 4 + 50 a 3 - 41a 2 + 53a - 35 

pelo polinomio 

5a 3 — 3a 2 + 4a — 5. 

— 25a 4 + 50a 3 — 41a 2 + 53a - 35 1 5a 3 — 3a 2 +.4a— 5 

y + z + t-f 
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Estando os tr4s polinomios ordenados, o primeiro tdrmo do 
dividendo, - 25a 4 , 4 o produto do primeiro termo do divisor, 5a 3 , 
pelo primeiro termo do quociente, y. Portanto, 

- 25 a 4 = 5a 3 X y . ' ■ y = —5a 
Estd descoberto o segundo tdrmo do quociente : 4-5 a. E 
fica tamb4m explicado por que 4 necessario dividir o primeiro 
tdrmo do resto n.° 1 pelo primeiro termo do divisor. 

Multiplicando — 5a por todo o divisor, e subtraindo o pro- 
duto de todo o dividendo, isto 4, do resto n.° 1, teremos : 

- 25a 4 + 50a 3 — 41a 2 -f-53a - 35 5a 3 -3a 2 +4a-5 

+25a 4 - 15a 3 -f 20a 2 -25a -5a+z+t+ 

(resto n.° 2) +35a 3 -21a 2 +28a-35 

O resto n.° 2 4 por sua vez o produto do polinomio 
5a 3 — 3a 2 +4a — 5 

pelo polinbmio z + t + , isto 4, 

35a 3 - 21a 2 -f- 28a — 35 = ( £K~f 0 o1i a ~5 Z t 

L (5a 3 -3a 2 +4a-5) t+ 

Terceira parte : determinagao do termo z. 

Vamos entao dividir o polindmio 

35a 3 — 21a 2 +28a - 35 

pelo polindmio 

5a 3 — 3a 2 +4a — 5. 

35a 3 - 21a 2 + 28a -35 | 5a 3 -3a 2 +4a-5 

z + t + 

Estando os tres polinomios ordenados, o primeiro tdrmo do 
dividendo, 35a 3 , 4 o produto do primeiro termo do divisor, 5a 3 , 
pelo primeiro termo do quociente, z. Portanto, 

35a 3 = 5 a 3 X z . ' . z — 7 

Esta descoberto o terceiro tdrmo do quociente : 4 7. E fica 
tamb4m explicado por que 4 necessario dividir o primeiro t4rmo 
do resto n.° 2 pelo primeiro termo do divisor. 

Multiplicando 7 por todo o divisor, e subtraindo o produto 
de todo o dividendo, isto 4, do resto n.° 2, teremos : 
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35a 3 - 21a 2 +28a - 35 5a 3 -3a 2 +4a-5 

-35a 3 +21a 2 -28a+35 7+t+ ... . . 

(resto n.° 3) 0 

O resto n.° 3 4 por sua vez o produto do polinfimio 
5a 3 - 3a 2 + 4a — 5 

pelo polinfimio , + 

resto n.° 3 = (5a 3 — 3a 2 +4a— 5 )f + 

Mas o resto n.° 3 4 nulo ; 4 zero. Logo, o tfirmo t e os tfirmos 
seguintes do quociente nao existem, e o quociente exato da divisao 
do polinfimio 

15a 5 - 34a 4 + 62a 3 - 56a 2 + 53a - 35 
pelo polin6mio 5 a 3 _ 3o * + 4a - 5 

6 o polinfimio 3a* -5a + 7. 


Exercicios. Serie XYIII 
Efetuar as seguintes divisfies : 

4 1. (a 3 — 3a 2 6+3a6 2 — b 3 ) : (a — b) j'*2. (a 2 — 7a+12) : (a — 4) 

4 3. (x 4 -9x 2 +x 3 - 16x-4) : (x 2 +4+4x) [ > 4. (m 2 +m-72) : (m-8) 
y 5. (l + 5x 3 -6x 4 ):(l-x+3x 2 ) 1 6. (x 4 -81y 4 ) : (x-3 y) 

■s# 7. (a 3 +6 3 +c 3 -3a6c) : (a 2 +6 2 +c 2 -a6-ac-fec) 

4. 8. (15a 3 -2a 2 -38a+24):(5a-4) 9. (a 5 - 6 5 ) : (a - &) 

X 10. (c 4 -12-7c 2 +c 3 +17c):(3-2c+c 2 ) 

11. (a 5 — 1) : (a - 1) 

4 12. (a 6 -6a 5 6+15a 4 6 2 -20a 3 6 3 +15a 2 6 4 -6a5 5 +6 6 ):(a 2 -2a5+b 2 ) 
v 13. (x 4 - 6 xy -y 2 - 9x 2 ) : (dx+y+x 2 ) 

„■ 14. (m 5 — 243) : (m - 3) 

* 15. (x 4 - 25 y 4 + ()x 3 y+ 9 x 2 y 2 ) : (x 2 + 5 y 2 + 3 xy) 
v 16. (32m 5 - 243n 5 ) : (2m - 3 n) 

17. (x 8 -25t/ 8 +9x 4 i/ 4 +6x 6 7/ 2 ) : (x 4 ^ St^+Sx 2 ?/ 2 ) 

18. (x 6 - ?/ 6 ) : (x-y) 

V 19. (a 7 +2a 3 & 4 - 2a 4 6 3 - 2a 6 & - 6a 2 6 5 - 3 a& 6 ) : (a 3 - 2a 2 6 - a& 2 ) 
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7 20. (a 2 +5 2 +c 2 +2a6+2ac+26c) : (a+6+c) 

v 21. (a 4 -6 4 ) : (a 3 +a 2 &-f-a& 2 +& 3 ) 

M 22 . (a 2 -f 6 2 +c 2 +d 2 +2a&+2ac-f 2ad+2&c+2&d-f 2 cd) : 

: (a-f-6-t-c-j-d) 

23. (x 5 - 3x4+ 10x 3 - 19x 2 +37x — 20) : (5x — 4-f-x 3 ) 

r t. 47 a C ? m resto - °bservando as quatro divisfies j£ 

efetuadas ( § 46) notaremos que : 

a) 0 dividendo e o divisor sao polindmios racionais e inteiros. 

b) O quociente 4 tambem urn polindmio racional e inteiro. 

. ° dividendo e o divisor sao polinfimios racionais e in- 

teiros, de acordo com a definigao da divisao alg4brica ( S 44) • mas 
o quociente nem sempre 4 urn polinomio racional e inteiro, isto 
4, nem sempre 4 possivel, dados dois polinfimios racionais e in- 
teiros, determinar um terceiro polinomio tamb4m racional e in- 
teiro que multi plicado pelo segundo, reproduza o primeiro. As 
v4zes, a divisao algfibrica deixa um resto, tal qual como a divisao 
aritm^tica. Havendo resto- o primeiro polinomio (dividendo) nao 
4 divisivel pelo segundo polinfimio (divisor). 

A nao ser em poucos casos, nao 4 possivel afirmar, antes 
de efetuar uma divisao alg4bnca, que o primeiro polinfimio seja 
exatamente divisivel pelo segundo, isto 4, que haja um terceiro 
polinfimio racional e inteiro que, multiplicado pelo segundo, re- 
produza o primeiro. 

Preliminarmente, devemos ordenar os dois polindmios de acdr- 
do com as potencias decrescentes de uma mesma letra. Isto pfisto 
4 provavel que a divisao se faga exatamente quando: 

t&rno dio divisor T ° * dividendo 4 divisivel pelo primeiro 

do divisor ^ m ° t ^ rmo do dividendo 6 divisivel pelo ultimo tirmo 

Estas duas condigfies resultam claramente do que aprende- 
mos no paragrafo anterior. 

. Eatretant °>. os dois polinfimios dados preenchem, as vfizes, 
stas duas condigoes, sem que a divisao seja possivel, isto 4, sem 
que o primeiro polinomio seja divisivel pelo segundo. E’ o que 
I v&mos observar no exemplo seguinte. 
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+ 19x 2 4-16x4-16 I 

> - 5.x 3 + 4x 2 i 

-3x 4 4- 5x 3 — 15x 2 +16a;+16 
4-3x 4 +15x 2 -12x 

+ 5x 3 + 4x+16~ 

- 5x 3 -25x+20 

— 21x4-36 


x 3 4~5x —4 
^2 -3x4-5 


— — i Neste exemplo 

5x4-5 estao preenchi- 
das as duas con- 
digoes dadas para que o 
primeiro polinomio sej a 
divisivel pelo segundo. 
Entretanto, o primeiro 


tdrmo do ultimo resto nao 5 divisivel pelo primeiro tdrmo do 
divisor. Neste caso, nao podemos eontinuar a ^divisao por- 
que, se insistlssemos. em continua-la, o quarto termo do quo- 

ciente seria (~21x):x 3 , isto 4, ou -21x 2 , e o quociente 

deixaria de ser um polinomio inteiro, o que nao pode ser em vir- 

tude da definicao da divisao algdbrica. . 

E observemos que o resto e de grau inferior ao grau do divisor. 

Havendo resto, teremos : 

35-3^10x3 — 19x24-16x4-16 = (x 3 4-5x-4)(x 2 - 3x4-5) 

+(- 21x4-36) 

E’ o que os estudantes devem verificar. 

Portanto, quer em Aritmdtica, quer em Algebra, 

dividendo = divisor X quociente + resto 
Ou, abreviadamente, D = d X Q + K 

Esta identidade (§32) pois, comum k Aritm4ticae k Alge- 
bra Em Aritm4tica, o resto R 4 sempre menor que o divisor d, 
em Algebra, o resto R 4 sempre de grau inferior ao do divisor d. 

Quando a divisao deixa resto, o quociente pode ser comple- 
tado com uma fragao algdbrica, como em Antmetica. Em relagao 
ao nosso exemplo, escreveremos . 

(x 5 -3x 4 4-10x 3 -19x 2 4- 16x4-16) : (a?+5x-4) 

— 21x4-36 
= x 2 - 3x 4- 5 4- x 3 +5x _ 4 

Ou. x«-3x 4 4-10x 3 - 19x 2 + 16x _- ^ = ^_^ + 5 __21^^ (§42) 
’ a.sr-4 x 3 4-5x-4 


x 3 4- 5x - 4 
Para concluir observaremos que: 


x 3 4-5x- 
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c) A divisao de um polindmio por outro polindmio nao 6 pos- 
sivel, quando o primeiro termo de um resto qualquer nao e divisivel 
pelo primeiro termo do divisor. 

E’ claro que esta condigao s6 pode ser verificada no decorrer 
da operagao. 

Observagao. Nao sendo posslvel dividir um polindmio por 
outro, indicaremos o quociente em forma de fragao. E aparecem 
assim as fragoes algebricas. 

A fragao algebrica e o quociente indicado da divisao 
de duas expressoes algebricas quaisquer. 

Em geral, a divisao indicada por uma fragao alg4brica 4 im- 
posslvel. 

Exercicios. Serie XI X 

Efetuar as seguintes divisOes, completando o quociente com 
uma fragao algebrica : 

VI. (a 5 — b 5 ) : (a 4-5) j 3. (m 4 4- n 4 ) : (m-f-a) 

j 2. (x 6 4-64) : (x - 2) J 4. (a 3 - 5a 2 4-7a - 10) : (a - 3) 

5. (m 4 - 7m 2 4- 15) :.(m-j-5) 

6. (x 4 - 5x 3 4-7x 2 - 8x4-5) : (x 2 - 3x4-5) 

7. (a 4 - 5a 2 4- 7a - 15) : (a 2 4- 2a - 3) 

J 8. Qual 4 o polinomio que, dividido por x 2 4-3x- 1, da um 
quociente igual a x 3 - 2x 2 4-5x- 3, sendo o resto igual a 3x4-7? 

N 9. O dividendo 4 3x 4 -|-8x 3 — 7x 2 — 6x— 10, o quociente 4 
3x 2 -x-(-ll e o resto 4 45 — 44x. Qual 4 o divisor? 

» 10. Quanto devo subtrair de x 3 — 5x 2 4-7x - 10, para que 
dste polinomio sej a divisivel por x — 5? 

* 11. Quanto devemos subtrair de a 4 - 3a 3 +4a 2 — 5a 4-6, para 
que 4s te polinomio sej a divisivel por a 2 4- 2a -3? 

48. Divisibilidade por x - a. Fagamos dois exercicios sim- 
ples ; calcular o valor num4rico do polindmio x 4 - 2x 3 -f3x 2 — 5x-f6, 

para x = 2, e dividir o mesmo polinomio por x — 2. (Os estudantes 
fazem os dois exercicios em classe.) 

A coincidencia 4 interessante ; o valor num4rico do polind- 
mio dado, para x = 2, 4 8 ; o resto da divisao do mesmo polindmio, 
pelo binomio x - 2, 4 tambem 8 ! 

Observemos que o polindmio dado 4 um polindmio inteiro 
em x e o divisor x — 2 4 um binomio do primeiro grau em relagao 
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a x ; dizemos em Materndtica one o bin6mio x - 2 6 um bindmio 
da forma x menos um numcro qualquer, _ 

Yamos repetir este duplo exercicio com outro polindmio in- 
teiro em x; por exemplo, com o polindmio 2X 4 — 5x 3 +x 2 + 2x — 7. 
Calculemos o seu valor num4rico, para x = 3, e dividamo-lo por 
X - 3- (Os estudantes fazem tambdm 6stes dois exercicios em classe.) 

A mesma coincidence! 0 valor num4rico do polindmio dado, 
para x = 3, 4 35 ; o resto da divisao do polinomio dado, por x- 3, 

tambdm 4 35! _ . 

Diante destas duas coinciddncias temos vontade de afirmar 

qUe 0 resto da divisao de um polindmio inteiro em x, por um bindmio 
da forma x menos um numero qualquer, d igual ao valor que o poli- 
ndmio adquire, quando nele substituimos x por esse mesmo numero. 

O que acabamos de afirmar 4 uma das verdades mais im- 
portantes da Matematica, conhecida pelo nome-de teorema de 
d’Alembert. Mas, as coincidences nada provam em Matema- 
tica; portanto, 4 necessario demonstrar este teorema. 

Seja x 4 - 2x 3 -|-3x 2 - 5x+l um polindmio inteiro em x; seja 
x—5 o divisor, x 3 +3x 2 + 18x+85 o quociente, e R o resto. 

Por ser o dividendo igual ao produto do divisor pelo quo- 
ciente, e mais o resto, teremos : 

x 4 -2x 3 +3x 2 -5x+l = (x-5)(x 3 +3x 2 +18x+85)+R (1) 

E’ necessario observar que o resto R nao cont4m x porque, 
se o contivesse, poderiamos dividl-lo por x-5, e entao R deixana 

de ser o resto da divisao. (§50) . ... 

Ora, a igualdade (1) 4 uma identidade, isto 4, ela se verilica 
sempre, seja qual for o valor de x. Neste caso, substituindo x 
por 5, resulta : 

5‘-2X5’+3X5 , -5X5 + l=(5-5)(5 , +3X5 , -f 18X5+85) +R . ' . 

5 4 -2X5 ! +3X5 , -5X5+l=0X(5 , +3X5 , + 18X5+85)+R (2) 

No segundo membro desta igualdade temos dois termos : o 
primeiro 6 0X(5 3 + 3 X 5 2 + 18 X 5 + 85) ; mas dste termo 4 nulo, 
porque 4 um produto constituido por dois fatores, um dos quais 
4 zero. Suprimindo-o, entao, da igualdade (2), resulta . 

R = 5 4 -2X5 3 +3X5 2 -5X5+l 
como queriamos demonstrar. 
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reriHct" pet'diri. deIe ” , 

Observa^ao. Quando os autores enunciam o teorema de d’Alembert 

s s “ ,a “ ; d ™ -«■ "**--«-• p» « 

Exercicios orais 

Completar os seguintes enunciados do teorema de d’Alembert : 

1. Para calcular o resto da divisao de um polinomio inteiro em a 

por um binomio da forma a - b ’ 

2. Para calcular o resto da divisSo de um polinfimio inteiro em m 

por um bm6mio da forma m-s, ’ 

3. Para calcular o resto da divisao de um polin6mio inteiro em b 

por um bindmio da forma b- ’ 

par am . d * < “™ 5 ° * ™ poli,l4 “ i » “■*» «”> 

por am bMmta 'SftoL.T?!’. diVi,il0 ^ P ° li '“ Smio “ teir ° em <? > 

6 * JV - ca ‘ eul , ar 0 resto d a divisao de um polindmio inteiro em x 
por um bindmio da forma 2x-5 em x, 

Observa 5 ao. Substituir 2x por 5 6 fazer 2x=5 . '. x = —. Portanto, 
quando o divisor e da forma 2x- 5, substituimos 2x por 5 ou-Zpor- ; sen do 
o divisor 3x — 2, substituimos 3x por 2 ou x por —> etc.. 

s _ < ^ on ® 1 ^ eremos um polindmio inteiro em x, por exemplo, 

x x 13x+4, e calculemos o seu valor num4rico para x = 4. 

o_ 2 _io ,a > Feitas as operates, verificamos 

. 3 _ * -!SlJ = ' que ’ P ara x== 4, o valor num4rico do 

4 _ r no 3 = 1 P° !in6mio dad ° d zero, isto 4, o polind- 

((\a2a\ = \ ? i0 dad ° Se anula > vara x = 4 ’ 0ra > P e " 

(64 +4) (52+16) = | lo teorema de d’Alembert, o resto da 

bo — b8 — 0 } divisao do polindmio x 3 - x 2 - 13x+4 

* ' Pelo bindmio x - 4, 4 zero. Portanto, 

esse polindmio 6 divisfvel pelo bindmio x-4. Logo, 

Se um polindmio inteiro em x se anula pela substituicao de x 
por um numero qualquer a, iste polindmio 6 dimsivel pelo bindmio 


Exercicios. Sdrie XX 

Sem efetuar as divisdes indicadas, calcular os restos -das 
mesmas. 

1. (o 3 +3a 2 +5o - 10) : (a - 3) 



. 
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2. (6 5 — 4b 3 +36) : (6 - 2) 

3. (^-c^+cd 3 -^ 4 ):^-^) 

4. (x 4 - 4x 3 y+7xy 3 - y 4 ) : (x - y) 

5. (to 7 — 5to 3 + 2to 2 — 10) : (to — 1) 

6. (r 3 +4r 2 - 7r - 15) : (r - 10) 

7. (y 4 — 5y 3 + 10y 2 — 15y + 20) : (y — 2) 

8. (a 4 - 5a 3 x+ 10a 2 x 2 - 20ax 3 -fx 4 ) : (o - x) 

9. (a 4 - 5a 3 +10a 2 - 12a+20) : (2o - 1) 

10 . (5X 3 - 7x 2 + lOx - 25) : (2x - 3) 


49. Divisibilidade por x + a. Dado um pohndmio m- 
teiroemx, por exemplo, x 3 -5x 2 +7x- 10, sabemos como cal- 
cular o resto da divisao deste polinomio, por um binomio da 
forma x menos um numero qualquer; 4 bastante substituir 
a letra x do polinomio dado, por tste numero qualquer, e calcular 
o valor num4rico da expressao resultante. ^ 

Consideremos agora o polinomio x 3 +7x 2 +5x+12. E pos- 
sivel calcular o resto da divisao deste polinomio, pelo bmomio 
x+3, sem efetuar a divisao ? Sim, 6 possivel ; observemos que . 

x + 3 = x — ( — 3) 

E, de acordo com o teorema de d’Alembert, para cal- 
cular o resto da divisao do polinomio x 3 + 7x 2 + 5x + 12, por 
um binomio da forma x menos um numero qualquer, o qual, 
no caso presente, e o numero - 3 (menos 3) 6 bastante substi- 
tuir a letra x do polinomio dado, pelo numero - 3, e calcular o 
valor num4rico da expressao resultante. 


:r 3 +7x 2 +5x+12 = 
( — 3) 3 +7( — 3) 2 +5( — 3) + 12 = 
-27+7X9+5(-3) + 12 = 
-27+63-15+12 = 
75 — 42 = 33 


i O valor num4rico do polind- 
! mio dado, para x= -3, 6 33. 
! Portanto, o polinomio dado nao 
[ 6 divisivel por x + 3, sendo o 
| resto da divisao igual a 33. Em 
resumo : 


0 resto da divisao de um polinomio inteiro em x, por um bi- 
ndmio da forma x + a, e igual ao valor que o polinomio adquire 
quando nele substituimos x por — a ( menos a). . . „ . 

Se um polindmio inteiro em x se anula, pela substiluigao ae 
x por - a, este polindmio e divisivel por x + a. 
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Exercfcios. Serie XXI 

Sem efetuar as divisoes indicadas, calcular osrestos das mesmas. 

1. (a 3 +3a 2 +5a+10) : (a+3) 

2. (6 5 +45 3 +35) : (6+2) 

3. (c 4 — c 3 d+cd 3 -d 4 ) r(c+d) 

4. (x 4 -4x 3 y+7xy 3 — y 4 ) : (x+y) 

5. (m 7 + 6 to 3 + 2m 2 + 20) : (to + 1) 

6. (r 3 +4r 2 — 7r — 20) : (r+5) 

7. (a 4 +5a 3 +7a 2 +15a+20) : (2a+l) 

' 8. (5x 4 +7x 3 +10x 2 +15x+30) : (2x+3) 

9. O polin6mio a 6 +3a 5 +5a 4 +8a 3 +7a 2 +10a+20 4 divisi- 
vel por a+ 2? Por que? Qual 6 o resto? 

10. Demonstrar que (x+y+ 2) 3 - (x 3 +y 3 + 2 3 ) 6 divisivel por 
z + y. 

50. Casos not&veis de divisao algebrica. Em tudo o 
que se vai seguir, suporemos sempre que o expoente to 6 um 
numero inteiro e positivo. 

Estudemos, agora, os casos notaveis mais simples de divi- 
sao algebrica. 

I. A diferenga entre potencias com 0 mesmo expoente, porem 
com bases diferentes, e sempre divisivel pela diferenga das bases. 

Vamos demonstrar que a m —b m 6 sempre divisivel por a—b. 

O dividendo e um polinomio inteiro cm a, e o divisor 4 um 
binomio da forma a-b ; portanto, calculando o resto pelo teorema 
de d’Alembert, teremos : 

a m -b m = b m — b m = 0 
a 5 — 6 5 I a — b 


-a 5 +a 4 6 a 4 +a 3 6+a 2 6 2 +a6 3 + 4 


+a 4 6 — 6 5 
— a 4 6+a 3 6 2 

+a 3 6 2 — 6 5 
-a 3 6 2 +a 2 6 3 

+a 2 6 3 — 6 5 
- a 2 6 3 +a6 4 

+a6 4 — 6 5 
-a6 4 +6 5 
0 


Como exemplo, dividamos 
a 5 — 6 6 por a—b. A divisao nao 
deixa resto e 0 quociente tem 
uma forma facil de memorizar. 

Exercfcios orais 

Dizer os quocientes das se- 
guintes divisoes : 
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1 . 

2 . 

3. 

4. 


(x 3 -?/ 3 ) : (x-y) 
(x 5 -y 5 ) : (x-y) 
(x 4 - 1) : (x - 1) 
(x 3 - 2 3 ) : (x-2) 


5 . ( to 4 - « 4 ) : ( m-n ) 

6. (a 5 - 1) : (a - 1) 

7. (x 2 -y 2 ) : (x-y) 

8. (a 3 — 3 3 ) : (a- 3) 


9. (to 5 - 2 5 ) (to - 2) 


II. A soma de duas pot&ncias com o mesmo expoente, porim 
com bases dijerentes, nao 4 divislvel pela dijerenga das bases. 

Vamos demonstrar que a m +b m nao 4 divislvel por a -b. 

0 dividendo 4 um polinomio inteiro em a, e o divisor 4 um 
binomio da forma a - b ; portanto, calculando o resto pelo teo- 
rema de d’Alembert, teremos : 

a m -f b m = b m + b m = 2 b m 

Como exemplo, dividamos a 5 +b 5 por a — b. Verificaremos 
que a divisao deixa um resto igual a 2b 5 . Quanto ao quociente, 
o 4 +a 3 fe+a 2 6 2 +a6 3 +6 4 , tem uma forma facil de memorizar. 

Observa^ao. Todos os estudantes fazem esta divisao, na classe. Em 
Beguida, o professor mostra-lhes como se pode aproveitar a divisao relativa 
ao primeiro caso, para exemplificar o segundo; 6 bastante mudar o sinal do 
tdrmo -f> 5 do dividendo. 

Em relagao ao segundo caso, podemos completar o quocien- 
te com uma fragao alg4brica. Por exemplo, 

->•5 _L w 5 2u 5 

— = X l +3?y+x?y 2 +xy 3 +y i -\ 

x-y x-y 

Exercicios orais 


Dizer os quocientes completos das seguintes divisSes : 

1. (xP+y 2 ) : (x-y) } 5. (to 4 +« 4 ) : (m-n) 

2. (x 5 +y 5 ) • (x-y) ! 6. (a 5 +l) : (a-1) 

3. (x 4 +l) : (x-1) ! 7. (x 2 +y 2 ) : (x-y) 

4. (x 3 +2 3 ‘) : (x-2) 1 8. (a 4 +3 4 ) : (a-3) 

9. (to 5 +2 5 ) : (m — 2) 

III. A dijerenga entre potencias com o mesmo expoente, por 6m 
com bases dijerentes, 4 divislvel pela soma das bases, quando o ex- 
poente 4 par. 

Vamos demonstrar que a m -b m 4 divisivel por a+b, quando 
o expoente m 4 par ; sendo impar, a divisao deixa um resto igual 
a -2b m . 
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0 dividendo 4 um polindmio inteiro em a, e o divisor 4 um 
bin6mio da forma a+b ", portanto, calculando o resto pelo teo- 
rema de d Alembert, isto 4, substituindo a por — b, teremos ; 

a m — b m = (-b) m —b m 

Sendo to par . . .( — b) m -b m =+b m — b m = 0 

Sendo to Impar . . ( — b) m -b m = -b m — b m = -2b m 

Como exemplo, dividamos a 4 -6 4 por a+b e depois o 5 -6 5 
por a -f- b , acharemos os seguintes quocientes completos : 
a 4 - b 4 

— nr = a 3 - a 2 b+ab 2 - 6 3 
a + b 

a 5 — b 5 o;,5 

— TT T = a a?b+a 2 b 2 - ab 3 +b 4 - 

a + b a+b 

Como vemos , J facil memorizar a forma do quociente, obser- 
vando com atengao que, em relagao ao terceiro caso, os term os 
do quociente sao alternadamente positivos e negativos. 

Observacao. Os estudantes devem efetuar as duas divisoes, na class e. 


Exercicios orais 


1. (x 3 y 5 ) i (x+y) 

2. (x 5 — y 5 ) : (x+y) 

3. (x 4 - 1) : (x+1) 

4. (x 3 - 2 3 ) : (x-f-2) 


5. (to 4 — w 4 ) 

6. (a 4 - 1) 

7. (x 2 y 2 ) 

8. (a 4 — 3 4 ) 


9. (to 5 -2 5 ) : (to +2) 


(m+n) 
(a-f 1) 
(x+y) 
(a+3) 


IV. A soma de duas pottncias com o mesmo expoente, portm 
com bases dijerentes, 4 divislvel pela soma das bases, quando o ex- 
poente 4 Impar. 

Vamos demonstrar que a m +b m 4 divisivel por a+b, quando 
o expoente m 4 Impar ; sendo par, a divisao deixa um resto igual 
a +2 b m . 

a 0 dividendo 4 um polinomio inteiro em a, e o divisor 4 um 
bindmio da forma a+b ; portanto, calculando o resto pelo teo- 
rema de d Alembert, isto 4, substituindo a por — b, teremos i 



Sendo m par . 
Sendo to impar 


a m +b m — ( — b) m +b m 
. .(-b) m +b m =+b m +b m =+2b m 
. . ( — b) m +b m ~ -b m +b m =0 
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Como exemplo, dividamos a 4 +6 4 por a+b e depois a 5 +b 5 
por a+b ; acharemos os seguintes quocientes completos : 


a 4 + & 4 
a + b 

a 5 d- b 5 
a -\-b 


= a 3 - a 2 6+a& 2 - b 3 + 

a + b 

= a 4 — a 3 5 + a 2 & 2 — ab 3 + & 4 


Tamb4m 4 facil memorizar a forma destes quocientes, os quais 
sao analogos aos quocientes obtidos no terceiro caso. 

Observagao. Os estudantes devem efetuar as duas divisSes, na classe. 


Exercicios orais 


1. 

(r 3 +7/ 3 ) : (x+y) 

5. 

(m 4 + n 4 ) 

(m+n) 

2. 

( x 5 +y 5 ) : (x+y) 

6. 

(a 4 +l) 

(a+1) 

3. 

(x 5 +l) : (x+1) 

7. 

(x 2 +y 2 ) 

(x+y) 

4. 

(x3+2 3 ) : (x+2) 

8. 

(a 4 +3 4 ) 

(o+3) 


9. (m 5 + 2 s ) : (m+ 2) 

/ 

51. A divisibilidade em Algiebra. Numero primo 4 o nii- 
mero que 4 divisivel sdmente por si mesmo e pela unidade ; os 
numeros 13, 17, 29, sao primos. Numero composto 4 o numero que, 
al4m de ser divisivel por si mesmo e pela unidade, 4 ainda divisivel 
por um ou mais numeros diferentes de si mesmo e da unidade ; 
os numeros 15, 22, 35, sao compostos. 

De acordo com a definigao da divisao algebrica (§44) um 
polin6mio tem uma infinidade (*) de divisores num4ricos. Por 
exemplo : 

(a+ 6+ c):3 = f + l + | (*-.) : 5 = f - £ 


A estes divisores numdricos daremos o nome de constantes- 

Por analogia com a classificagao dos numeros em primos e 
compostos, diremos : 

Um polinornio rational e inteiro e primo quando e divisivel 
sdmente por si mesmo e por uma constante. Os polinomios x — y, 
2a — 3i>+c, sao primos. 

(*) Uma infinidade de divisores significa tantos divisores quantos 
quisermos. 


TJm . polinornio rational e inteiro e composto quando , alem de 
ser divisivel por si mesmo e por uma constante, e ainda divisivel 
por um ou mais polindmios dijerentes de si mesmo. Os polin6mios 
TO 2 _ n 2 ; ti+d 3 , z 2 +2 xy+y 2 , o 2 -7a+12, sao compostos. 

Observasao. As mesmas def ini goes se aplicam com as devidas restri- 
goes aos monSmios racionais e inteiros. 

Decompor um numero em fatores primos 4 transforma-lo em 
um produto de fatores primos. Por exemplo, 30 = 2 X 3 X 5, 
40 = 2 3 X 5, 36 = 2 2 X 3 2 , etc.. 

Fatorar uma expressed) algebrica e transj ormd-la em um pro- 
duto de expressdes algebricas. Por exemplo, 

xy = xXy i m 2 -n 2 = (m+n)(m-n) 

c 3 +d 3 = (c+d)(c 2 -cd+d 2 ) ! x 2 +2xy+y 2 = (x+yf 

a 2 +7a+12 = (a+3)(a+4) 

A fatoragao alg4brica 6 uma operagao, em geral, extrema- 
mente dificil. Nestas ligoes elementares estudaremos apenas os 
easos mais simples de fatoragao, e indispensaveis para que os 
estudantes possam continuar com facilidade o seu curso de Ma- 
tematica elementar. 


i 

. 


52. Fatoragao de um monomio. Neste caso nao hd di- 
ficufdade alguma porque a parte literal do monomio est£ mos- 
trando quais sao os fatores que a constituem; 6 bastante decom- 
por o coeficiente em seus fatores primos. Por exemplo, 

5a 2 b = 5Xa 2 Xb j 6a 3 mx 2 = 2X3Xa 3 XmXi 2 

8a6c = 2 3 XaXbXc | 10 xy 3 = 2X5 Xx?Xy 

E’ util observar que uma letra qualquer m pode representar 
um numero primo ou composto; com efeito, m pode ser igual a 
7, 10, 13, etc.. Mas, enquanto nao dermos a m um valor num4rico 
qualquer, m sera um mon6mio primo, por ser divisivel sdmente por 
si mesmo e por uma constante. Entretanto, o monomio 3m 4 com- 
posto porque, al4m de ser divisivel por si mesmo e por uma constan- 
te, 4 tamb4m divisivel por m ; o monomio 5 a 2 b tamb4m 4 composto 
porque, al4m de ser divisivel por si mesmo e por uma constante, 
4 tamb4m divisivel por a, a 2 , b, 5a, 5a 2 , 5b, ab, a 2 b e 5 ab. 

Para calcular todos os divisores de um mondmio, podemos 
proceder como em Aritm4tiea. (E.M.P.V. § 118) 
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53. Fatora$ao de polinomios. Os polindmios que vamoa 
fatorar serao sempre racionais e inteiros, e o nosso fim, fatorando 
tais polindmios, consistira em determinar os seus fatores primos, 
mas com uma restriQao: tais fatores deverao ser polinomios 
racionais e inteiros, nao sdmente em relagao ds letras, como 
tarnbim em relagao aos coeficientes. 

Observacao. Um ou alguns dos fatores poderSo ser monflmios. 
Consideraremos alguns casos simples. 

I. Caso do fator comum. Seja o bindmio 15a 2 — 10a6. 
i Os dois termos deste binomio sao divisiveis por 5a ; logo, 

(15 a 2 — 10a6) : 5a = 3a — 2b (A) 

Por ser o dividendo igual ao produto do divisor pelo quo- 
ciente, resulta : 

l 15a 2 — 10a6 = 5a(3a - 26) (B) 

t Na identidade (B) o primeiro membro 6 uma soma algebri- 

ca: (+15a 2 ) + (— 10a6) ; o segundo membro 6 um produto: 

5a X (3a - 26). Dizemos entao em Algebra que a expressao 
16a 2 — 10a6 esta fatorada e que seus fatores sao 5a e 3a- 26. 

Sendo os dois termos do binomio 15a 2 — 10a6, divisiveis por 
5a, dizemos que 5 a e um fator comum aos termos do binomio e, 
quando escrevemos 

I 15a 2 — 10a6 = 5a(3a-26) 

dizemos que o fator 5 a foi posto em evidcncia. Portanto, 

I Para por um fator em evidencia, divide-se a expressao dada por 

este fator e escreve-se que a expressao dada 6 igual ao divisor multi- 
' plicado pelo quociente. 

I Na pratiea, a identidade (A) 6 dispensavel, escrevendo-se logo 

a identidade (B). 

Exerclcio. Fatorar o trinomio 3a 2 x — 66 2 x+12x. 

Solugao. 3a 2 x - 66 2 x-f 12x = 3x(a 2 - 26 2 +4) 

j 

Exercicios. Serie XXII 

Fatorar as seguintes expressoes : 

1. a 2 -a i 4. 6a 2 +9a — 3 i 7. 9a— 18a6 i 10. x?y+x 2 y 

2. 4+4a i 5. 5x — 10 j 8. x 3 y+xy 3 - xy j 11. a 3 -a 2 +a 

3. aP+ab | 6. a 2 b+aP J 9. x 2 -5x J 12, ab-3abc+a 2 b 

I 

Si . 
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Fatorar as seguintes expressOes : 


13. 5?/ 4 -3?/ 3 +77/ 2 -4t/ 

15. 81x 4 y-135x 3 ?/ 2 +243xV 
17. 34mre-f 51m 2 n — 119?n 3 


i 14. 26a 3 6 - 39a 2 6 2 +52a6 3 - 91a6 
' 16. 35a6c-42a6d+49a6e-7a6 
j 18. x 8 y i — x 7 y 5 +x 6 y 6 — x 5 y 7 


II. Fatora^ao por agrupamento. Consideremos a ex- 
pressao algdbrica 

ac + ad -j- 6c + bd 

E’ um polinomio de quatro termos, os quais nao tdm fator 
comum. Parece, a primeira vista, que dste polinomio nao pode 
ser fatorado. Entretanto, observando que o fator a 6 comum aos 
dois primeiros termos, e que o fator 6 6 comum aos dois ultimos, 
podemos escrever : 

ac + ad + be + bd = (ac + ad) + (be -{- bd) 

ac + ad -f- be + bd = a(c + d) -f- b(c + d) (A) 

Consideremos o segundo membro da identidade (A), isto 6, 
a(c -f - d) -f- b(c d) 

Os dois termos desta expressao bindmia sao divisiveis por 
c + ii l°go, a{c+i) + Hc+d) _ 

7+~d 0 + 6 

a{c+d) -f b(c+d) = (c+d)(a+b) (B) 

Voltando a identidade (A) e substituindo o segundo membro 
pela expressao equivalente (c+d)(a + b), rqsulta : 

ac+ad+bc+bd = (c+d)(a-\-d) 

Exercicios-modelo 

1. Fatorar x 2 — ax-bx+ab 

Solugao. x 2 - ax-bx+ab = (x 2 - ax) - (6x - a6) 
x 2 - ax - 6x+a6 = x(x - a) - 6(x - a) 
x 2 - ax-bx+ab = (x-a)(x-6) 

2. Fatorar a 3 +a 2 -f-a + l 

Solugao. a 3 +a 2 -fa+l = (a 3 +a 2 ) -f (a+1) 
a?+a 2 +a + 1 = a 2 (a+l) + (a+l) 
a 3 +a 2 4-a-f 1 = (a+l)(a 2 +l) 
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Exercicios orais 

Fatorar as expressSes seguintes : 


1. a(x-y)+b(x-y ) 

3. a(5-c) + (5-c) 

5. 45(c+d)+5a(c+d) 


2. 2a(3x — by) - 76(3x - by) 
4. (2x - 5) - a(2x - 5) 

6. x{a — b)+y(b — a) 


ObservacSo. Em relagao ao sexto exercfcio parece, a primeira vista, que 
os dois termos da expressao binomia x(a - b) +y(b - a) nao tern fator comum ; 
com efeito, a — b nao 6 o mesmo que b— a. Entretanto, com um artificio muito 
simples, late fator comum vai aparecer. 

Em primeiro lugar observemos que, multiplicando uma expressao alge- 
brica por (-l)X(-l), ela nao se altera; com efeito, (-1)X(-1) = +1 e, 
se multiplicarmos uma expressao alg6brica por 1, ela nao muda de valor. 
Portanto, 

x(a — b ) + 2 /(f> - a) = x(a — b) +y(b — a)( — 1)( - 1) 
x(a-b)-\-y(b — a) — x(a — b)+y( — l)(b — <*)( 1) 

x(a-b)+y(b-a) =• x(a-b)-y(a-d) 
x(a-b)+y(b-a) = (a-b)(x-y) 

Regra. Em um produto constttuido por expressoes algebricas, podemos, 
quando nos courier, mudar o sinal de dois jatores, sem que o valor do produto 
$6 altere. 

Exemplos a(b — c){x — y ) =» a(c — b)(y — x) 

a(b — c)(x — y) = -a{c-b)(x-y) 
a{b-c)(x-y) = -a(b-c)(y-x) 

Exercicios. Serie XXIII 

Fatorar as expressSes algebricas seguintes : 


- 1. ac+ad — bc — bd 

V 10.* 

2x - y+ 4x 2 - 2 xy 

2. 6y - 27 x 2 y — 10x+45x 3 

11. 

x 2 -x- a+ax 

* 3. ax-ay-bx+by 

12. 

bc+bx-cx — x 2 

i 4. 1 -p+q-M 

13. 

x 4 — a 2 x 2 — b 2 x 2 +a 2 b 2 

v 5. y 2 -4y+xy-4x 

14. 

mx+mn+ax+an 

6. abx-aby+pqx-pqy 

15. 

2x 2 +bax+Bbx+9ab 

7. ay — by — ab+b 2 

16. 

cdx 2 - cxy+dxy - y 2 

8. obey - b 2 dy - acdx + bd 2 x 

17. 

cdz 2 - cyz+dyz - y 2 

9. ab+ay-by-y 2 

18. 

x i +x 2 +x+\ 


III. Caso do trinomio quadrado perfeito. O quadrado 
de um bindmio 6 sempre um trinomio.( § 32 ) 
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(a+5) 2 = a 2 +2 ab+b 2 j (2x+b) 2 = 4x 2 +20x+25 

(a- 3x) 2 — a 2 -6ax+9x 2 j (2m — 3n) 2 = 4m 2 - 12mn+9n 2 

Entretanto, nem sempre um trinomio 6 quadrado perfeito. 
Para que o seja, 6 necess&rio que : 

a) Dois ttrmos sejam quadrados perjeitos. 

b) 0 terceiro ttrmo seja o duplo produto das raizes quadradas 
dos dois termos que sao quadrados. 

Consideremos o seguinte trinomio : 

25a 2 + 60a5 + 365 2 

O primeiro e o terceiro termos sao quadrados perfeitos, cujas 
raizes sao 5a e 65. Ora, 2X5aX65 = 60a5. Portanto, o segundo 
t6rmo, 60a5, 6 o duplo produto das raizes quadradas dos t£rmos 
25a 2 e 365 2 . E concluimos que o trinomio 

25a 2 + 60a5 + 365 2 

6 o quadrado do binomio 5a + 65. Podemos entao escrever : 
25a 2 + 60a5 + 365 2 = (5a+65) 2 

Fica assim o trinomio 25a 2 +60a5+365 2 transformado em 
um produto de dois fatores, a saber (5a+65) X (5a+65). 

Se o trinomio dado fosse 25a 2 — 60a5+365 2 escreveriamos : 
25a 2 — 60a5 + 365 2 = (5a -65) 2 

Consideremos agora o trinomio 

25a 2 + 40a5 + 3652 

Fste trinomio nao 5 um quadrado perfeito porque nao existe 
um binomio que, elevado ao quadrado, o reproduza. Se £ste 
binomio existisse, deveria ser formado pelas raizes quadradas 
dos t&rmos 25a 2 e 365 s ; portanto, seria 5a + 65. Ora, 
(5a+65) 2 = 25a 2 + 60a5 + 3652 

Regra. Para jatorar um trindmio que e quadrado perjeito, ex- 
trai-se a raiz quadrada dos dois termos que sao quadrados, e ligam-se 
estas duas raizes com o sinal do ttrmo que nao e quadrado. 

Exemplo. Fatorar o trinfimio 16x 2 — 24xy-f9y 2 . 

V 16x 2 = 4x V 9y 2 = 3 y 

16x 2 - 24xy-f 9y 2 = (4x-3 y) 2 
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Observa$ao. 0 primeiro passo, ao iniciar a jator agao de um 
polindmio , 6 verijicar se ele conUm um jator comum e, no caso ajir- 
mativo, p6-lo imediatamente em evulencia. 

Exercicios. Serie XXIV 

* 

Dizer se os trinomios que se seguem sao ou nao sao quadrados 
perfeitos e justificar as respostas. 


7. a 2 +2a6 — b 2 

8. x 2 +10x+25 

9. a 4 +2a 2 6 2 +6 2 


1. a 2 +4a&+46 2 | 4. 49c 2 -24cd-fl6d 2 i 7. a 2 +2ab-6 2 

2. 4x 2 — 12x?/+9?/ 2 ! 5. m 2 +ma+a 2 ! 8. x 2 +10x+25 

3. a 2 -2a+l 1 6. a+2a6+6 2 | 9. a 4 +2a 2 6 2 +6 2 

Nos trinomios que se seguem, substituir o ponto de interro- 
gate por um termo tal que o trindmio seja um quadrado perfeito. 

10. x 2 -(?)+y 2 | 15. (?) + 2x+l j 20. x 2 -(?)+400 

11. 16a 2 -(?)+96 2 J 16. (?)+4x 2 y 2 +4y 4 j 21. y 4 -20t/ 2 +(?) 

12. x 2 +(?) + 196 { 17. 4a 2 + (?)+96 2 i 22. (?)-4a6+46 2 


12. x 2 +(?) + 196 J 17. 4a 2 + (?)+96 2 

13. 9xV-(?)+25z 4 ! 18. x 2 +(?)+36 

14. a 2 — 8a+(?) ! 19. 4a 4 +(?)+96 4 

Fatorar os trinbmios que se seguem. 


j 23. (?)-2 abcd-E&d 2 
J 24. (?) + 12a6+6 2 


30. a 2 +6a+9 

31. a 2 - 10a+25 

32. a 2 -200a +10 000 

33. r 2 +10rs+25s 2 

34. x 2 - 2x+l 


25. x 2 +14x+49 ! 30. a 2 +6a+9 { 35. x 2 -8x+16 

26. m 2 - 12m+36 ! 31. a 2 -10a+25 { 36. a 4 -2a 2 6 2 +6 4 

27. x 2 — 4x+4 j 32. a 2 - 200a+ 10 000 ! 37. x 2 +8x+16 

28. 1 + 18x+81x 2 | 33. r 2 +10rs+25s 2 ! 38. m 2 -12m+36 

29. r 2 -12r+36 J 34. x 2 -2x+l j 39. x 4 +2xV+^ 

IV. Caso da diferenga de dois quadrados. Ja aprende- 
mos que ( § 32) : ( a +fc)( 0 - b) = a 2 - b 2 

Reciproeamente, 

a 2 -b 2 = ( a+b)(a — b ) 

Regra. Para jatorar uma dijerenga entre dois quadrados, ex- 
trai-se a raiz de cada quadrado; a soma das duas raizes b o primeiro 
jator, e a dijerenga das mesmas raizes 6 o segundo jator. 

Ou, ainda : 

A dijerenga entre dois quadrados e igual a, soma das raizes dos 
dois quadrados, multiplicada pela dijerenga das mesmas raizes. 
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Exemplo. Fatorar o binomio 3a 2 -96 2 

V 3a 2 = 2a V gfc 2 " = 36 

4a 2 - 96 2 = (2a +36) (2a - 36) 

Exercicios. Serie XXV 

Fatorar os binomios seguintes : 


1. a 2 -b 2 

2. 16 x 2 — y 2 

3. 25x 2 -36 y 2 

4. 4x 2 — 4 y 2 

5. ac 2 -ad 2 

6. a 2 x-4x 

7. 9x 2 -4y 2 


8. a 2 -4 

9. a 4 - 1 

10. 4x 2 - 25 

11. 36a 4 — 49y 2 

12. a 2 — 1 

13. x 2 — 1 

14. x 2 - 25 


29. ax 2 - 25a 

31. a 4 — 6 4 i 

32. x 4 — 1 

33. 81a 4 -16 

34. 2a 4 x - 26 4 x ' 


35. 81 -c 4 

36. 10 000c 4 d 4 — 1 

37. 625x 4 — 16?/ 4 

38. 36m 4 — 36a 4 


15. x 2 — 9 j 22. 4a 2 -6 2 

16. 4c 2 -1 j 23. 3a 4 -3 

17. 25a 4 -16 J 24. 4ax 2 -25a 

18. 4 — x 2 j 25. a 6 - 6 6 

19. 9 -4a 2 J 26. a 4 -81 

20. 1 — 25a 2 i 27. a 2 m — m 

21. 49a 2 — 1006 2 j 28. mx 2 — m 

30. 100x 2 — 12 ly 2 

c 4 i 39. x 4 ?/ 8 — z 4 

)0c 4 d 4 — 1 j 40. a 4 6 4 c 4 — 1 

4 — 16?/ 4 j 41. 16x 4 — 1 

-36a 4 ' 42. 5c 4 -5 


V. Caso do trinomio do segundo grau. As expressoes 
algebricas 

x 2 -7x+12 y 2 Sy + 1.5 z 2 +92+20 

sao chamadas trindmios do segundo grau. Com efeito, cada uma 
destas expressoes 4 um trinomio porque se compoe de tres termos ; 
4 do segundo grau porque o termo de grau mais elevado 6 do 
segundo grau. 

Chama-se trindmio do segundo grau o trinomio, que contem 
uma letra ( uma variavel ) a quad jigura nos Ires termos do trindmio 
com os expoenles dois, um e zero. 

Nao esquecamos que os tres trinomios dados se podem escrever : 
x* — 7z*+12x» y i -8y 1 + l5y° z*+9z l +20z 0 

Em geral, estes trinomios provem da multiplicagao de dois 
binomios da forma x — a e x — b. (§32) Ja vimos como se multi- 
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plicam dois bin6mios desta forma; o que vamos fazer agora 6 
o inverso, isto 6, dado um trinomio do segundo grau, por exemplo, 
a 2 i0a + 21, determinar os dois binomios que, sendo multi- 
plicados um pelo outro, o reproduzem. 

Consideremos o trinomio a 2 + lla+30. Em primeiro lugar 


escrevemos : 


a 2 +lla+30 = (a+ ?)(a+ ?) 


0 primeiro termo de cada um dos fatores bin6mios 6a; os 
dois segundos t6rmos devem ser dois numeros tais que sua soma 
seja +11, e seu produto, +30. (§32, 6.“ fdrmula) E’ facil ven- 
ficar que 6stes dois numeros sao 5 e 6. Logo, 
a 2 +lla+30 = (a+5)(a+6) 

Seja o trindmio x 2 -7x+12. Escreveremos : 
x 2 -7x+12 = (x+?)(x+?) 

A soma dos segundos termos 6 - 7, e o produto, + 12. 

Se o produto dos segundos t6rmos 6 +12, segue-se que os 
segundos termos sao ambos positivos ou ambos negatiyos. Mas a 
soma dos segundos termos 6 - 7 ; logo, os dois sao negativos. 
E facilmente descobriremos que os dois numeros cuja soma 6 
- 7 e cujo produto 6+12, sao os numeros -3 e -4. Portanto, 
x 2 — 7x+12 = (x — 3)(x — 4) 

Seja o trinomio x 2 +2x- 15. Escreveremos: 
x 2 +2x— 15 = (x+ ?)(x+ ?) 

O produto dos segundos termos 6 - 15 ; logo, um deles e 
vositivo, e o outro, negativo. Mas a soma 6 +2 ; logo, o termo 
maior, em valor absolute, 6 o positivo. E podemos escrever : 
x 2 +2x- 15 = (x+ ?)(x — ?) 


Os fatores de 15 sao 15 e 1 ou 5 e 3. Ora, os fatores L e 1 
nao servem porque (+15) + (- 1) = +14. Considerando os fa- 
tores 5 e 3, teremos : (+5) + (-3) — +2. Portanto, 
x 2 +2x— 15 = (x+5)(x— 3) • 


Finalmente, considerando o trinomio m 2 - 3m - 28, teremos : 
m 2 — 3m — 28 = (m+ ?)(m+ ?) 
m 2 - 3m - 28 = (m - ?)(m+ ?) 
to 2 - 3m — 28 = (w — 7)(m+4) 


$ 
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Exercicios. Serie XXVI 


Fatorar os trinomios seguintes : 


1. x 2 +llx+24 i 

2. x 2 — 7x+10 

3. x 2 +6x-7 

4. x 2 - 3x - 28 * 

5. m 2 +13m+12 j 

6. a 2 +5a+6 ; 

7. a" — 8a+12 J 

8. c 2 +7c+12 { 

25. a 2 x 2 +14a6x+336 2 

26. x 4 -4a 2 x 2 +3a 4 

27. a 4 6 6 — lla 2 6 3 +30 

28. y 2 — 15ay+50a 2 


9. 62-76+6 

10. a 2 +lla — 12 

11. m 2 -9m — 36 

12. x 2 — 8x - 20 

13. c 2 +3c+2 

14. x 2 - 17x+30 

15. m? - 13m+30 

16. x 2 - 16x+15 


>+6 i 17. x 2 — 8x+12 
la- 12 j 18. y 2 -ly- 18 
>m — 36 | 19. x 2 +5x-84 

r -20 I 20. d 2 +21d+110 
: + 2 I 21. y 2 - 7y + l2 
7x+30 ! 22. a 2 +5a— 14 

Sot+SO ! 23. a 2 +a — 42 
Sx+15 j 24. a 2 +2a — 35 

29. m% 4 -j- 20m 2 n 2 pq +51 p 2 q 2 

30. a 2 +29a6+1006 2 

31. x z y 2 z 2 +9xyz-22 

32. a 8 +15a 4 - 100 


No caso de fatora§ao que estamos explicando, isto 6, no caso 
em que a expressao algebrica que queremos fatorar 6 um trindmio 
do segundo grau, nem sempre o coejiciente do termo do segundo grau 
t a unidade. 

Consideremos o trinomio 4x 2 +13x+3. Para fatora-lo, vamos 
recorrer a um artificio. 

Multiplicando~o e dividindo-o por 4, coeficiente de x 2 , seu 
valor nao se altera. Portanto, 

4x 2 + 13x+3 = - 6ar + 13 XJgJll 2 

4 

Sendo 16x 2 um quadrado perfeito, podemos escrever : 
4x 2 +13x+3 = 

4 

Fazendo 4x = m, no segundo membro, 

4^2-4- — w2 + 13m + 12 


4x 2 +13x+3 


4x 2 +13x+3 = 


Fatorando o trinomio m 2 +13m+12, 

4x 2 + 13x+3 = - 12 ) (w Lhj) 

4 
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Substituindo m pelo seu valor 4x, 

n ( Ax + 12) (4a; + 1) 

4x 2 + 13x+3 = | 

Pondo 4 em evid^ncia, no binbmio Ax + 12, 

„ 4(x + 3)(4x + 1) 

4x 2 + 13x+3 = ^ 

Simplificando, 

4x 2 + 13x+3 = (x+3)(4x+l) 


4x 2 +13x+3 


Exercicios. Serie XXVII 

1. Fatorar o trinomio 2x 2 +5x+3. 
Sugestao. Multiplicar e dividir por 2. 

2. Fatorar o trindmio 3x 2 -x-10. 
Sugestao. Multiplicar e dividir por 3. 

Fatorar os trinomios seguintes : 


3. 5x 2 — 38x- 16 
s. 4. 6a 2 -|- 7 a — 5 
5. 3a 2 +8a+5 
'J 6. 6a 2 -p 7 a — 20 
i 7. 10x 2 +13x-3 
8 . 8a 2 -P14a6- 156 2 

Observagao. Ma 


9. lla 2 -23a6+26 2 

10. 6x 2 +5x-4 

11. 12x 2 — 5x-2 

12. 3x 2 +7x+2 

13. 4x 2 +llx-3 


/ 15. 2a 2 - 5ab J r2b 2 

16. 2+x-15x 2 

17. 9a 2 +3a — 2 

18. 4a 2 + 8a +3 

19. 12a 2 -7a+l 
J 20. 3a 2 - 2a - 5 


8. 8a 2 +14a6-156 2 ! 14. 2a 2 - \3ab+(W i ^ 20. 3a 2 - 2a -5 

Observacao. Mais tarde, quando estudarmos as equagoes do segundo 
grau, aprenderemos uma regra geral para fatorar o trin6mio do segundo grau 
da forma ax^+bx+c. . 

VI. Caso da soma ou diferen^a de dois cubos. Consi- 

deremos os binomios a 3 _j ,3 a 3 +6 3 

Jd sabemos que : „ . 

(a 3 - 6 3 ) : (a - b) = a 2 +a6+5 2 ( § 50, l.° caso) 

(a 3 +b 3 ) : ( a+b ) = a 2 -ab+b 2 (§50, 4.° caso)» 

Portanto, a 3 - b 3 = (a - 6)(a 2 +a5+6 2 ) 
a 3 -\-b 3 = (a+6)(a 2 - a6+5 2 ) 

Exercicios. Serie XXVIII 
Fatorar os seguintes binomios : 

1. 8a 3 - 276 3 
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Soluqao. 


2. 8a 3 +275 3 

3. a 3 -8 

4. 8+x 3 

5. b 3 - 64 


8a 3 - 27b 3 = (2a) 3 - (3b) 3 


8a 3 - 27b 3 = (2a -35) [(2a) 2 +2aX35+(36) 2 l 
8a 3 - 275 3 = (2a-35)(4a 2 +6a5 + 95 2 ) 


6. a 3 +5 3 c 3 j 

7. a fi - 6° j 

8. x 3 -f8 

9. 8x3-125 ! 


10. 64+y 3 

11. 27+8x 3 

12. 125x 3 -?/z 3 

13. x 6 +y 6 


14. a 3 +646 3 

15. a 3 — 1255 3 

16. 8a 3 6 3 — 1 

17. a 3 6 3 — c?d 3 


VII. Caso do trinomio a 4 + a 2 b 2 + b 4 . Neste trindmio, 
os termos a e 5 4 sao quadrados perfeitos. Entretanto, o trinomio 
nao 6 um quadrado perfeito, porque o duplo produto das raizes 
dos dots termos quadrados 6 2a 2 b 2 e o termo do meio do trin6mio 
a 4 +a 2 6 2 + 6 4 ^ ° 2 ^ 2 - ^ra, 6 evidente que o trinomio nao se altera, 
se me somarmos a 2 b 2 e, ena seguida, subtrairmos a 2 b 2 . Teremos : 
a 4 + a 2 b 2 + 6 4 = ‘a 4 + a 2 6 2 + 6 4 + a 2 b 2 - a 2 b 2 
a 4 + a 2 b 2 p 6 4 = a 4 + 2a 2 b 2 + 5 4 - a 2 b 2 
a 4 +a 2 5 2 +6 4 = (a 2 +6 2 ) 2 - a 2 6 2 
a 4 +a 2 6 2 +5 4 = (a 2 +5 2 +a6)(a 2 +5 2 - a6) 
a 4 +a 2 5 2 + 6 4 = (a 2 +a5 + 5 2 )(a 2 -a5+5 2 ) 

Portanto, para fatorar um trinomio da forma a 4 +a 2 5 2 + 6 4 
6 necessario somar-lhe e subtrair-lhe um termo tal que o trinSmio 
fique transformado em uma diferenQa de quadrados. 


Exercicios. Serie XXIX 


Fatorar os seguintes trinomios : 

1. 4a 4 -37a 2 6 2 + 95 4 

N. B. Escrever -12a 2 6 a -25a ! 6* em lugar de -37o a 6*. 

2. 9a 4 +21a 2 5 2 4- 255 4 (Somar e subtrair 9a 2 6 2 ) 

3. 49x 4 -15xV+121t/ 1 (Somar e subtrair 169x 2 ?/ 2 ) 

4. 9a 4 +3a 2 5 2 + 46 4 J 5. 4x 4 -37x 2 y 2 +9?/ 4 

6. 16x 4 -17xV+^ ! 7. 9a 4 +38a 2 5 2 + 496 4 

VIII. Caso da soma ou diferenga de duas potencias 
com expoentes iguais e bases diferentes. Procederemos de 
vanos modos. 

1. Fatorar o binomio a 4 - 5 4 . De acordo com o quarto caso 
de fatorayao, teremos : 





84 


Elementos de Matematica 



a 4_j,4 — (a 2 +b 2 )(a 2 - b 2 ) — (a 2 +b 2 )(a+b)(a - 6) 

2. Fatorar o binomio a 5 -b 5 . Lembrando o primeiro caso 
notavel de divisao algebrica ( § 50), teremos . 

a 5 -b 5 = (a — b)(a 4 +a 3 b+a 2 b 2 +ab 3 +b 4 ) 

3. Fatorar o binomio a 6 - b 6 . De acordo com o quarto caso 

de fatoracao, resulta : 

a 6 ~b 6 — (a 3 +b 3 )(a 3 -b 3 ) 

Mas os bindmios a 3 +b 3 e a 3 -b 3 podem ser fatorados, de 
acordo com o sexto caso de fatoracao. Logo, 

a e -b e = ( a +b)(a 2 -ab+b 2 )(a-b)(a 2 +ab+b 2 ) 

4. Fatorar o binomio a 7 - b 7 . Lembrando o primeiro caso 
notavel de divisao algebrica, teremos : 

o' -b 7 = (a — b) (a 6 + a 5 b+ a 4 b 2 + a 3 b 3 + a 2 b 4 + db 5 + b 6 ) 

5. Fatorar o binomio a 8 -b 8 . * 

a 8 -b 8 = ( a 4 +b 4 )(a 4 -b 4 ) 

a 3 — b 8 = (a 4 +b 4 )(a 2 +b 2 )(a 2 -b 2 ) 

a 8 — b 8 _ (a 4 +b 4 )(a 2 +b 2 )(a+b)(a — b) 

6. Fatorar o binomio a 9 -b 9 , 

a 9 -b 9 = (a 3 ) 3 -(b 3 ) 3 

a 9 - b 9 = (a 3 - b 3 ) [ (a 3 ) 2 + a 3 b 3 + (b 3 ) 2 J 

a g -b 9 — (a - b)(a 2 +ab+b 2 )(a 6 +a 3 b 3 +b 6 ) 

7. Fatorar o binomio a 10 -b 10 . 

fli ® — ' b 4 o = (a 5 +b 5 )(a 5 — b 5 ) 

% 

E, fatorando os dois binomios do segundo membro (§50) 
teremos : a i 0 _^io _ ( a +b) (a 4 - a 3 b + a 2 b 2 - ab 3 + b 4 ) (a - b ) 

(a 4 +a 3 b+a 2 b 2 +ab 3 +b 4 ) 

Em resumo, para fatorar binomios da forma ^ ne ' 

cessario recorrer ao quarto e sexto casos de fatoragao algebrica, 
e aos casos notaveis de divisao algebrica. 

Entretanto, nem sempre 6 posslvel fatorar binomios da forma 
Em primeiro lugar, lembremos que este binomio nunca 
6 divislvel por o-b, ec divisive! por a+b, quando m 6 Impar. 
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1. Fatorar o binomio a 3 + b 3 . Pelo sexto caso de fatoragao, 

teremos : + + 6 3 = ( a +b)(a 2 - ab+b 2 ) 

2. Fatorar o binomio a 4 +b 4 . Nao 6 posslvel. (§50) 

3. Fatorar o bindmio a 5 +b 5 . 

a 5 +b 5 = ( a+b)(a 4 - a 3 b+a 2 b 2 - ab 3 +b 4 ) __ 

4. Fatorar o binomio a^-j-b 6 . 

a 6 +b 6 = (a 2 ) 3 + (b 2 ) 3 

a 6 +b 6 — (a 2 +b 2 ) [ (a 2 ) 2 — a 2 b 2 + (b 2 ) 2 ] 

a 6 +b 6 = (o2+b 2 )(a 4 -a 2 62-l-b 4 ) 

Em resumo, para fatorar bin6mios da forma a m +b m , temos 
de recorrer ao sexto caso de fatoragao e ao quarto caso notavel de 
divisao algebrica. 

Exercicios variados de fatoragao. Serie XXX 

Fatorar as seguintes expressoes algebricas : 


1. cdx 2 + adxy — bcxy — aby 2 
3. 81a 4 +23a 2 b 2 +16b 4 
5. a 2 m — 15am — 100m 
7. 4x 2 +13x+3 
9. a 2 +2ax+x 2 +4a+4x 


2. 121a 4 -286a 2 7/+169?/ 2 
4. a 2 x+9abx+8b 2 x 
6. (x+ 1) 2 (y l) 2 
8. 64a 3 -1000b 3 
10. (x 2 - x - 6)(x 2 - x - 20) 


11. (x - y)(x 2 - a 2 ) - (x — a)(x 2 - y 2 ) 


12. 4 - x 2 — 2X 3 - x 4 
14. ( ax+by ) 2 ^ 1 
16. 3a?/ 2 +51ay+180a 
18. 3a 2 -6ab+3b 2 -3x 2 
20. a 3 x 3 +216 
22. a 2 — b 2 — a - b 


13. x 3 — 3xy — 2x 2 ?/ 3 +6i/ 4 
15. ax 2 - 2axy + ay 2 — az 2 
17. 5a 2 -115a+660 
19. a 10 -9a 5 -10 
21. (a+b) 3 — c 3 
23. 49 (x — y) 2 — 25 (a — b) 2 
25. 2x 2 + 13x+18 


24. x 3 x 2 + x 1 J 25. 2x 2 + 13x+18 

26. 7x(2x-5?/)-27/(2x-5?/)+(5i/-2x) 

54. M&ximo divisor comum. Mdximo divisor comum de 
dois ou mais numeros e o maior numero que os divide, sem deixar 
resto. (E.M.P.V. § § 99 a 107 ; § 120) 
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H&, em Aritm4tica, dois processos distintos para calcular o 
m. d. c. de dois numeros : 

а) o das divisoes sucessivas. 

б) o da decomposigao em jatores primos. 

0 segundo consiste em decompor os numeros dados em seus 
Mores primos, tomar os Jatores primos comuns a $stes mesmos nu- 
meros, com os seus menores expoentes, e multiplica-los . 0 produto 
obtido 6 o m. d. c. dos numeros dados. Podemos entao dizer que : 

0 m. d. c. de dois ou mais numeros 6 o produto dos Jatores 
primos comuns a Isles mesmos numeros, cada um deles tornado 

com o seu menor expoente. 

Vejamos agora como proceder? para calcular o m. d. c. de 
duas expressdes algebricas racionais e inteiras. 

Primeiro exemplo. D(3 a 2 6, 6ab 2 c, 10 abd) — ? 

Fatorando os tres monomios, teremos : 

3 a 2 fr =3 X a 2 X & ' E observando que os fatores 

Qab 2 c = 2X3 X a X 6 2 X c ' comuns aos tres monomios sao 

lOoM = 2 X 5 X a XbXd ! “ e P» demos escrever: 

D(3a 2 6, 6a6 2 c, 10 abd) = ab 

Observa C 3o. Para provar que a& 6 o m d. c. dos dados, 

podemos fazer um raciocinio identico ao que fizemos no livro E.M.P.V. § 120. 

Segundo exemplo. D(6a 3 6 2 , 9a 2 6 4 c, )2aWd) =? 

6a 3 6 2 = 2X3Xa 3 X6 2 
9a 2 6 4 c = 3 2 Xa 2 X6 4 Xc 
12a 5 6 3 d = 2 2 X3Xa 5 X6 3 Xd 
D(6a 3 6 2 , 9a 2 6 4 c, 12a 5 6 3 d) = 3 a 2 b 2 

Terceiro exemplo. D(16x 2 — y 2 , I2x — 3y) — ? 

. 16 x 2 -y 2 = (4x+y)(4x-y) 

12x-3 y = 3(4 x-y) 

D(16x 2 -y 2 , 12x-3 y) = 4 x-y 

Destes trds exemplos concluimos que : . 

0 m. d. c. de duas ou mais expressdes algebricas racionais e 
inteiras, 6 o produto dos Jatores primos comuns a estas mesmas ex- 
pressdes, cada um deles tornado com o seu menor expoente. 
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Exercicios. S6rie XXXI 
Calcular o m. d. c. das seguintes expressdes : 

1. x 2 y, xy 2 i 4. 6 a 3 b, 9 ab 3 i 7. 7 a 4 6 4 , 14a 3 6 4 

2. 3 ab, 56c | 5. xyV, xAyz 2 i 8. 25 xyz, 30 x 3 y 

3. 2 xy, 4o6 j 6. 5a 4 6, 15a 3 c | 9. 9m 4 n, 15re 2 r 

10. 4a6c, 6a 2 bd, 8a 3 6e 

11. 7 x 2 yz, 14 x 2 y 2 z, 21 xy 3 ?* 

12. 22 m*n 3 , 33TO 3 n 4 r, 44wi 5 n 6 s 

13. 5(a-b)c, 10(a-b)d, 15(a-b)e 

14. 2 a(x-y) 2 , 3 a 2 (x-y) 3 , 5 a 3 (x-y) 4 

15. ( a+b) 2 (x-y ), (a+b) 3 (x+y) 

16. 6(a-b) 3 (x-y), 9(a - 6) 4 (x - y) 2 

17. 3(a — 6+c), 6(o — b-\-c)d, 9(a — &+c)m 

18. (2a -3)6, (2a — 3)6 2 , (2a-3)6 3 

19. x 2 -y 2 , x 2 +2 xy-\-y 2 

20. x 2 -y 2 , x+y, x-y. 

21. 2a 2 -2a, 4a -4, 6a 2 -6 

22. 3xV-3 y 5 , 2x 2 -2 xy, \2z?y-\2x 2 y 2 

23. a - x, a 2 — x 2 , a 3 - x 3 

24. 7x 2 -4x, 7a 2 x-4a 2 , 14mx-8m 

25. a 2 -2a6+6 2 , a 3 — 3a 2 6+3a6 2 — 6 3 , 5a — 56 

26. 2a 2 -2b 2 , 6a 2 — 66 2 , 8(a+6)(a-6) 

27. a 2 -a, a 2 -2a+l, a 2 -l 

28. ac+ad+6c+6d, 2ax+26x, a 2 — 6 2 

29. a 2 +4a6 + 46 2 , a 2 - 46 2 , 5a +106 

30. 16 x 2 — y 2 , 20ax+5ay, 16x 2 +8xy+y 2 

55. M. D. C. pelo processo das divisoes sucessivas. Em 
geral, nao 6 facil calcular o m. d. c. de duas ou mais expressdes 
algebricas, pela sua decomposigao em fatores primos; neste caso, 
6 forgoso recorrer ao processo das divisoes sucessivas. 

A pesquiza do m. d. c. de polinomios pelo processo das di- 
visdes sucessivas 6, na maioria dos casos, trabalhosa. Daremos 
aqui apenas exemplos muitos simples. 

Em primeiro lugar, 6 necessario recordar algumas verdades 
j£ aprendidas. (E.M.P.V. §§ 100 a 107) E tamb4m 6 titil lembrar 
que o m. d. c. de dois numeros nao se altera, se um deles 6 mul- 
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tiplicado ou dividido por um numero que nao seja fator comum 
aos dois numeros dados. Por exempio, considerando os mono- 
mios a 3 b 2 c, e a 2 bd, teremos : 

D (a 3 6 2 c, d 2 bcl) = d 2 b D (a 3 6 2 c, a?bd) — a 2 b 

D (a 3 d 2 , a 2 bd) = a 2 b D ( a 3 b 2 c 2 , a 2 bd) = a 2 b 

D (a 3 b 2 c, a 2 b ) = a 2 b D ( a 3 b 2 c , a 2 bd 2 ) == a 2 b 


Primeiro 
nomios : 


exempio. Calcular o m. d. c. dos seguintes poli- 
2x 2j rx — 3 4x 3 +8x 2 — x — 6 


Aqui nao 4 possivel dizer que vamos dividir o polindmio maior 
pelo menor porque, em se tratando de expressoes algebricas, nao 
se pode dizer qual seja a maior das duas; isto s6 4 possivel depois 
de calcular o vMor num4rico das expressoes dadas, para cada valor 
arbitrario de x. 0 que vamos jazer k dividir o polindmio de grau 
mais elevado pelo outro. 


4x 3 +8x 2 — x — 6 

2x :! +x — 3 i 2x 2 + x- 3 

2x+3 

— 4 X 3 - 2x 2 +6x 

2x4-3 \ — 2x 2 — 3x 

x— 1 

6x 2 +5x — 6 

! — 2x — 3 


— 6x 2 — 3x+9 

! +2x4-3 


+2x+3 

\ 0 



Resposta. O m. d. c. dos polinomios dados 4 2x+3. 


Neste exempio nao ha dificuldades ; o processo das divisoes 
sucessivas foi aplicado tal qual como em Aritm4tica. 


Segundo 

nomios: 


exempio. Calcular o m. d. c. dos seguintes poli- 
4x 2 — 8x — 5 12x 2 — 4x — 65 


Os dois polinomios sao do mesmo grau ; neste caso, conv4m 
tomar como dividendo o polindmio no qual a mais alta potencia 
de x tem maior coeficiente. 

12x 2 — 4x — 65 4x 2 — 8x-5 
- 12x 2 +24x+15 "3 
20x - 50 
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Ora, o m. d. c. dos polindmios dados 4 igual ao m. d. c. de 
4x 2 - 8x — 5 e do resto da divisao, isto 4, 2 Ox — 50. Portanto, 
D (4x 2 - 8x - 5, 12x 2 - 4x - 65) = D (4x 2 -8z-5, 20x - 50) 

Vamos entao calcular o m. d. e. dos polindmios 4x 2 — 8x — 5 
e 20x - 50. 

Mas, 20x-50 = 10(2x-5). E como o fator 10 nao pertence 
ao polindmio 4x 2 — 8x - 5, este fator 10 pode ser suprimido, sem 
que o m. d. c. dos dois polindmios se altere. Logo, 

D (4x 2 - 8x — 5, 20x - 50) = D (4x 2 ~8x- 5, 2x-5) 

4x 2 — 8x — 5 _2 x--5 { Resposta. O m. d. c. dos 

-4x 2 +10s 2x+l { polinomios dados 4 2x-5. 

+ 2x — 5 

- 2x4-5 ; 

_ 0 i 

A disposigao pratica destas operagoes pode ser a seguinte : 

3 2x+l 

12x 2 — 4x-65 4x 2 — 8x — 5 2x-5 

-12x 2 +24x+15 -4x 2 +10x 
+20x-50 + 2x- 5 

10 (2x — 5) - 2x+5 

0 

Resposta. D (4x 2 - 8x - 5, 12x 2 - 4x - 65) = 2x - 5. 

Terceiro exempio. Calcular o m. d. c. dos polindmios se- 
guintes : 

8x 2 +2x-3 6x 3 +5x 2 -2 

6X 3 -!- 5x 2 - 2 8x 2 +2x-3 j O polindmio de grau 

X 4 3x+7 i inferior nao cont4m o 

24x 3 +20x 2 - 8 1 fator 4; isto nos per- 

— 24x 3 — 6x 2 + 9x > m ite multiplicar o po- 

+ 143-2 , q r _ o ! linomio 6 X 3 + 5x 2 - 2 

^ j por 4, e tomar possivel 

, — i a divisao. 

+56x-+36x-32 J O ultimo resto con- 

56x - 14x+21 j t4m o fator 11, que nao 

+22x — 11 j pertence ao polindmio 

11 (2x — 1) I 8x 2 +2x — 3; neste caso 


6x 3 + 5x 2 — 2 

8x 2 +2x — 3 

X 4 

3x+7 

24x3+ 20x 2 - 8 
— 24x 3 — 6x 2 + 9x 


+ 14x2+ 9x— 8 
X 4 


+56x 2 +36x — 32 
— 56x 2 — 14x+21 


+22 x-ll" 
11 ( 2 x — 1 ) 
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8x 2 +2x-3 2s- 1 

-8s 2 +4x 4s +3 

+ 6x-3 
-6x+3 

0 


podemos suprimir o fa- 
tor 11. 

Resposta. 0 m. d. c. 
dos polinomios dados 6 
2x -1. 


Exercicios. Serie XXXII 
Calcular o m. d. c. dos polinomios seguintes : 

1. 3o 3 - 5o 2 s - 2ax 2 e 9a 3 -8a 2 z-20ox 2 . 

Os dois polin6mios sao divisiveis por a ; podemos suprimir 
gste fator, contanto que o m. d. c. que vamos calcular^ seja 
multiplicado por a. Procuremos entao o m. d. c. dos polinomios 
3o 2 — 5ax - 2x 2 e 9a 2 -8ax-20x 2 . 

3 3a+ x 

9a 2 - 8ax - 20x 2 3a 2 -5ax-2x 2 a-2x 

. — 9a 2 + 15ax+ 6s 2 -3 a 2 -f(xts 

-j- lax - 14x 2 + ax - 2x 2 

7x(a - 2x) - as+2s 2 

0 

Resposta. D (3a 3 - 5a 2 x - 2ax 2 , 9a 3 - 8a 2 x - 20ax 2 ) = 

== (a-2x)Xa = a 2 -2ax 

2. 6a 4 +25a 3 -21a 2 +4a, 24a 4 +112a 3 - 94a 2 +18a 

3. 10x 3 +x 2 - 9x+24, 20x 4 - 17x 2 +48x-3 

4. 2x 3 -4x 2 -13x-7, 6x 3 -llx 2 -37x-20 

5. 12x 3 -9x 2 +5x+2, 24x 2 +10x+l 

56. Minimo multiple comum. Minimo multiplo comum 
dedois ou mats numeros 6 o menor numero que se dimde por 
istes dois ou mais numeros , sem deixar resto. (E.M.P.V. && 

Vejamos como se calcula o m. m. c. de duas ou mais ex- 
pressdes algebricas. 

Primeiro exemplo. M (3 d 2 b, Qab 2 c, 10 abd) : 

Fatorando os tres monomios, teremos : 


* 
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3 a 2 b = 3 Xa 2 Xb ; 

6afe 2 c = 2X3 XaXb 2 Xc \ 

10 abd = 2X5 XaXbXd ? 

r 

M (3a 2 i>, Qab 2 c, 10 abd) 


Tomando todos os fatores co- 
muns e nao comuns aos tr&s mo- 
ndmios, cada um deles com o seu 
maior expoente, e multiplicando-os, 
teremos: 

= 2X3X5Xa 2 X6 2 XcXd 


= 30 a 2 b 2 cd 


Para provar que 30 a 2 b 2 cd 6 o m. m. c. dos tr£s mondmios 
dados, podemos fazer um racioclnio identico ao que fizemos no 
livro E.M.P.V. §121. 

E conclufmos que, para calcular o m. m. c. de numeros ou 
de expressQes algebricas, a regra 6 a mesma. 

Segundo exemplo. M (16 x 2 -y 2 , 12x - 3y) = ? 

I6x 2 -y 2 = (4x+i/)(4x-2/) 

12x-3 y = 3(4x — y) 

M (16 x 2 -y 2 , 12x-3 y) = 3(4x+y)(4x-?/) 

Observa^ao. E’ conveniente deixar o m. m. c. fatorado. 

Destes dois exemplos conclulmos que: 

O m. m. c. de duas ou mais expressoes algebricas racionais e 
inteiras e o produto dos jalores primos comuns e nao comuns a estas 
mesmas expressoes, cada um deles tornado com o seu maior expoente. 



Exercicios. Serie XXXIII 


Calcular o m. m. c. das seguintes expressoes : 


1. x 2 y, xy 2 

2. 3 ab, 5bc 

3. 2 xy, 4a6 


4. 6 a s b, 9 ab 3 

5. xy 2 z i , x :i y 2 z 

6. 5a 4 6, 15a 3 c 


i 7. 7a 4 6 4 , 14a 3 6 4 
I 8. 15xi/ 2, 10r 3 y 2 

! 9. 15m 4 n, 9 n 2 r 


10. a(26-5), a 2 (26 - 5), 3a(26-5) 2 

11 . x 2 — y 2 , x+y, x-y 

12. a 2 +2a5+5 2 , (a+5) 3 , 5(a+6) 

13. x 2 - 7x+12, x — 4, x- 3 

14. 3a(x 2 - y 2 ), 6 b{x+y), 9 c(x-y) 

15. (a-6) 3 , a 2 — 2a6+6 2 , a — b 
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57. Definigao. Dadas duas expressoes algebricas A e B, 
se a expressao A nao for divisfvel pela expressao B, indicaremos a 

divisao pelo simbolo -g- , sfmbolo este que 6 chamado jragao al- 

brica. (§47) As expressoes A e B sao chamadas respectivamente 
numerador e denommador da. fragao algebrica, ambas sao os 
terras da mesma fragao. 

Os t£rmos de uma fragao algebrica podem ser expressoes ra- 
cionais ou irracionais. (§25). No primeiro caso a fragao algebrica 
6 racional; no segundo, irracional, 

Todas ‘as propriedades que se aplicam as fragoes ordinarias e 
5,s razoes (geometricas) se aplicam tamb5m &s fragoes algebri- 
cas. Demonstraremos apenas a seguinte: 

Multiplicanda-se ou dividindo-se ambos os tcrmos de 
uma fragao algebrica por uma mesma quantidade dife- 
rente de zero, o valor da fragao algebrica nao se altera. 

A 

Seja — a fragao dada e, Q, o seu valor ; ‘ teremos : 

B A 

~ = Q A = BQ 

Multiplicando-se ambos os membros da segunda igualdade 
por m (m ^ 0) resulta : Am = BQm 

Dividindo ambos os membros desta ultima igualdade por 
B m, teremos : * 

s? = Q 


Porem, Q. 


Logo, 
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A _ A ni 

B B m 

Agora suponhamos que m = — . Neste caso, teremos : 

71 / 

A 

A _ n 

B “ ~B~ 

n 

isto e, dividindo-se^ ambos os membros de uma jragao alg&brica por 
uma mesma quantidade n ( dijerente de zero ) seu valor nao se altera. 

08. Simplificagao das fragoes algebricas. Para simplificar 
uma fragao algebrica, dividem-se ambos os termos pelo seu m. d. c. 

Primeiro exemplo. Simplificar a lragao 
D (25a 3 b 2 x, 35 a 2 bx) = 5 a 2 bx 
25a 3 b 2 x _ 25 a 3 lFx -- 5a 2 bx _ oab 
35a 2 6x ~ 35 a 2 bx -t- baFbx = ~ 

Segundo exemplo. Simplificar a fragao 

50 x 3 y 2 z 

Recorrendo ao metodo das divisoes sucessivas, teremos : 

20 x 2 yz 2 = 2 x 2 yz 2 _ 2 x 2 yz _ 2x 2 z 2 z 

b0x?y 2 z bxhfz ~ 5 x?y } ~ Kfy ~ Key 

Recorrendo ao metodo do m. d. c., teremos : 

D ( 20x 2 yz 2, 50 x?y 2 z) = 10 x 2 yz 
20x 2 yz 2 _ 20 x 2 yz 2 ~ 10 x 2 yz _ 2z 
50xr i y 2 z 50 xAy 2 z ~ 10 x^yz ~ Key 

Terceiro exemplo. Simplificar a fragao q2 ~ 6a + 8 . 

a 2 - 5a+6 

Fatorando-se os dois tcrmos da fragao, resulta: 
a 2 - 6a+3 _ (a - 4) (a - 2) _ a - 4 
a 2 - 5a+ 6 ~ (a- 3)(a-~2) “ a- 3 
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Exercicios. Serie XXXIV 
Simplificar as fragOes algebricas seguintes : 


a 

a? + ab ! 

x - y | 
x 2 -y 2 ! 

ax + ay 
x 2 + 2 xy + y 2 
a - b 
IP — a 2 


x 2 - xy 
x 

a 2 - ab 
a - b 

10. - 


mn-\-m 2 
m + n 


m 2 — n 2 


a - 5 

a 2 — 10a -f- 25 
x 2 - y 2 
y ~ x 


ab 

1 7. 

[ a 2 - ab 

I o a - 5 

j a 2 - 25 

4a 2 — 9 b 2 

4a 2 + 12a6+96 2 

4x 2 - y 2 
y-2x 


a 2 - 12a+H ! 17 4 x 2 -9 { 9x 2 -y 2 

15 ‘ a 2 - a ! ‘ 4x 2 — 12x+9 j * 9 x 2 +6'xy+y 2 

x 2 - 3x - 54 | x 3 - 3x 2 - 4x | a 2 - 6a+9 

16 ‘ x 2 -18x+81 j * x 3 -8x 2 +16x J ‘ a 2 -9 

59. Redugao de fragoes algebricas ao mcsmo denomi- 
lor. Procede-se como em Aritm6tiea. (E.M.P.V. §130) 
Primeiro exemplo. Reduzir ao mesmo denominador as se- 


x 2 - 3x - 54 
x 2 - 18x+81 


in 9x2 ~ V 2 
' 9 x 2 +6xy+y 2 


20 .^o±9 
a 2 -9 


3a 

56 

7c 

i 

86 = 2 3 X6 

86 

12c 

18a 

i 

i 

12c = 2 2 X3Xc 

(9 ac) 

(6a6) 

46c 

i 

i 

i 

18a = 2X3 2 Xa 

27a 2 c 

30a6 2 

286c 2 

l 

M.M.C. = 2 3 X3 2 XaX6Xc 

72abc 

72abc 

72abc 

i 

i 

M.M.C. = 72abc 

Segundo exemplo. 
guintes fragOes : 

Reduzir ao 

mesmo denominador as se- 

3a 

4a 

5a 

■ 

i 

2a+2 = 2(a+l) 

2a+2 

7a -7 

3a 2 -3 

i 

i 

i 

7a — 7 = 7(a— 1) 

21(o - 1) 

6(a + l) 

(14) 

i 

i 

i 

3a 2 -3 = 3(a+l)(a- 1) 

63a(a - 1) 

24a(a + 1) 

70a 

i 

i 

42(a 2 - 1) 

42(a 2 - 1) 

41(a 2 — 1) 

i 

M.M.C. =42(a+l)(a-l) 
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Exercicios. Serie XXXV 
Reduzir ao mesmo denominador as seguintes fragoes : 

1 -JL, _Z_, 9 

5xy 2 ’ 4 x 2 y 10 x 2 y 2 

n 3a — 5 5a — 7 2a 4*3 6a — 11 - 

‘ 5 6 ’ 9 ’ “To"" 

3 7 b a 3 ab 10 a 2 JP 

12x 2 ’ 15 xy 30 y 2 ’ 18 x 2 y 2 

4 7a 8a 10a 

5a 2 -5b 2 ’ 3a + 3b’ 2a -2b 

5 2a- 1 5a + 2 3a -5 

a- 2 2a — 4 3a -6 5a — 10 

' , 7x 8x lOx 

* a-b’ IP —a 2 ’ ^+6 

7 2x 3 y 5xy 

x 2 -2 xy+y 2 ’ x 2 +2 xy+y 2 ’ x 2 -y 2 

8 3 4 5 

ox -5’ 3x-3’ 2x 2 - 2 

9 , a & c 

x 2 + 7x+ 12 x 2 + 4x + 3’ x 2 + 5x+4 

J0 ^ 2 4 

x 2 - x — 6* x 2 - 2x - 3’ x 2 + 3x + 2 

60. Adigao e subtragao de fragoes algebricas. Procede- 
se como em Aritm4tica. 

Exercicios. Serie XXXVI 

j 2a ~3 5 -3a a - 4 

5 6 nT = 

2 a + b 2a ~ 36 4a 2 - 3b 2 

2a 36 6a6 

x - 5 3(2 - x) 4(2x - 3) 

4 5 + 10 


ii 
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3a 2 — 5x+5 4a 2 — 5x— 3 . 5a 8 


4a 2 

a “j - b , a b 

3a 2 

4 

4. 

a — b 

(z -f- 6 

b 2 — a 2 

3 

4 

, 5 

1 + a 

1 - a 

1 1 + a 2 

a 2 + ab + b 2 

2a 3 — a 2 J 


6 

1 — a 2 


a+b a 2 — b 2 a~l 

a - b b - c c - a _ 
a+b b+c c+a 

_A_ + _L_ + _L_ = •• 

X — 3‘x + 2~x 2 — x-6 

5 , 4 3 

2a(a - 1) + 3a(a - 2) 4a(a 2 - 3a+2) 

3 4 2x 

5 + x 5 — x 25 — x 2 


12 ‘ 5b 2(a + b) + a(a + b) 

61. Multiplica gao e divisao de fragoes algebricas. Pro- 
cede-se como em Aritm4tica. Antes, por4m, de multiplicar duas 
ou mais fragOes algebricas, 6 aconselhavel suprimir os fatores 
comuns a ambos os termos das fragSes dadas. 

Primeiro excmplo. Simplificar a expressao 

45(x - y) . 27 { x-y) _ 45(x - y) y 128b(z+y) 

32(z + y) 1 128b(z + y) 32(z + 2/) 27 {x-y) 

Cancelando os fatores comuns aos dois termos das fragoes, 
isto 4, 9, 32, x-y e z+y, e multiplicando os fatores nao caneela- 

dos, teremos — , que 4 a forma mais simples da expressao dada. 
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Segundo exemplo. Simplificar a expressao 

g 2 +2a + l a 2 +4a + 4 a 2 -3a + 2 

a 2 -2a + l a 2 — 4a + 4 a 2 +3a + 2 

Fatorando todos os trinomios,. e indicando a multiplicagao, 
fprf*mos * 

(q + l)(a + l)(q+2)(a+2)(g - 2)(a - 1) 

(o — 1)(® — l)(a 2) (a — 2)(a+2)(a+ 1) 

Cancelando todos os fatores comuns aos dois termos desta 
fragao, isto 4, a+1, a — 1, a+2 e a — 2, teremos: 

(a+1) (a+2) a 2 +3a + 2 

(a — 1) (a — 2) ° U a 2 - 3a + 2 
que 4 a forma mais simples da expressao dada. 


v 2. 



Exercicios. Serie XXXVII 

(^xy'xf= 

3x2 y w 5y 2 z 12x 2 / x 3 y \ 

4 xz 2 6 xy 2 xy 2 \ yz ) 

x~y x 2 - y 2 ' x 
x 2 -\-xy x 2 — xy ’ x — y 
3 a 2 + 3b 2 _ 6a — 6b 
5a 2 — 5b 2 ’ 5a+5b 

x 2 — 9 v _a-4 2a 2 x - 10a 2 

x 2 -2x- 15 X 2a 3 -8a 2 X x 2 -6x+9 
1(3-4 a 5a- 2a 2 6 

12x 2 : to : 5 " = 

+ 3a — 10 a 2 + 7a + 12 a — 1 
a 2 +2a — 3 a 2 — 9a + 14 X a+4 
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1 

i 

m; 

n 

M 

.t| 



x 2 -5x+6 x 2 -6x+7 x 2 9x + 20 

9 * x 2 - 7x -p 12 X x 2 - 8x+15 x 2 - 7x+10 

a 2 + o6 + 6 2 . a 3 ~ & 3 y = 

x 2 + xy + y 2 o? + 6 3 x - y _ 

/ a— 6 o+&\ , / a— b _ 

11. (^ + ^Tbj • U+& a-bJ 

x 2 (x+y) w t/ 2 (y+z) v z 2 (z + g) _ 

12 ' y 2 3 2 x x 2 2 2 X 2 y 2 


C A P f TTJL O V 


Equagoes do Primeiro Grau 


62. Definigoes. Ja definimos a igualdade. (E.M.P.V. §70) 

Equagao 6 uma igualdade na qual entram letras. Por 
exemplo, as igualdades 

(a+6) 2 = <z 2 +2a6+6 2 (1) 

3x - 5 = 2x + 5 (2) 

sao equagoes. Entretanto, em relagao a estas duas equagOes, h& 
uma diferenga essencial. Na equagao (1) as letras a e b que nela 
figuram, podem receber valores quaisquer. Com efeito, esta 
equagao 6 a primeira formula de multiplicagao alg6brica (§32) 
e, portanto, sejam quais forem os valores num^ricos atribuldos 
&s letras a e b, n6s jd sabemos que o valor numerico da ex- 
pressao (a-f-6) 2 , serd sempre igual ao valor numdrico da expres- 
sao a 2 +2a&+& 2 - E’ necessdrio, bem entendido, que, se fizermos 
o = 5 e 6 = 7 no primeiro membro da equagao, tambdm no se- 
gundo membro fagamos a = 5 e 6 = 7. 

Entretanto, na equagao (2) ja nao d possfvel atribuir ft le- 
tra x um valor qualquer. Fagamos x = 4 e teremos 7 = 13, o que 
nao 6 verdade. Entretanto, se fizermos x = 10, teremos 25 = 25, 
o que 6 verdade. Portanto, considerando as equagOes (1) e (2), 
podemos atribuir ds letras a e b da primeira , valores quaisquer , 
porque o valor numerico do primeiro membro serd sempre igual 
ao do segundo ; ao passo que, nao podemos atribuir d letra x da 
segunda, um valor qualquer, porque nem sempre o valor numerico 
do primeiro membro serd igual ao do segundo. 

Para distinguir a equag&o (1) da equagfio (2) diremos que 
a equagilo (1) 6 uma equagao identica e a equagao (2) 6 uma 
equagao comlicional. 
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Equagao identica e uma equagao que se verijica sempre, se- 
jam quais jorem os valores numericos atribuidos as leiras que neia 

jiguram. , 

Equagao condicional e uma equagao que se verijica somente 
para certos e determinados valores atribuidos as letras que nela fi- 

gU No decorrer destas ligSes as equagoes uUnticas serao cha- 
madas identidades, e as equagoes condicionais , equates. (') 
Qbservagao. As igualdades num4ricas entram na categoria 

das identidades. 

Exercicios. Serie XXXVIII 
N. B. Para verificar uma identidade efetuam-se as operagoes 
indicadas nos dois membros. 

Verificar as identidades seguintes : 

1. (a + b) 2 - (a - b) 2 = 4 ab 

2. a 3 + b 3 = (a + bf - 3 ab(a + b ) 

3. (x 2 +xy+y 2 )(x 2 -xy+y 2 ) = x i -\-x 2 y 2 +2/* 

4. (a 2 - ab+b 2 )(a 2 +ab+b 2 )(a 2 - b 2 ) = a -b 

5 . (a 2 +b 2 )(c 2 +d 2 ) = (ac-bd) 2 +(bc+ad) 2 

6. (a - b)(& - c)(c -a) = ac(a - c) - ab(o -b)- bc(b - c) 

63. Inc6gnitas e raizes. Consideremos as equag5es se- 
guintes : _ „ 

3x-l=2 5 — 2x = 1 4x -1 = 11 2x — 7 — 3 

Qual o valor que convem a x, em cada uma deatas equa- 
tes? E’ facil verificar que na primeira 6 1, na segunda 6 + 

na tereeira 6 3 e na quarta 4 5. . 

Entretanto, nem sempre 4 possivel descobrir o valor de 

com esta facilidade ; por exemplo, na equagao 

4+x x- 1 _ j _ 23 - x (j) 

A 1 7 S 


qual o valor de x ? Para descobri-lo, 4 necessHrio resolver a equagao. 
" X „ licao de G. A. Wentworth, em seu excelente compendio 

de 1942, pfig. 20. 
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Inc6gnitas de uma equagao sao as letras que nela jiguram e 
que nao podem receber valores quaisquer. 

Raizes de uma equagao sao os valores numericos ( ou literais, 
quando a equagao 4 literal) que convem d incognita. 

Resolver uma equagao 6 descobrir as suas raizes. 

Suponhamos que, tendo resolvido a equagao (1) achamos 
que a raiz desta equagSo 4 8. Yejamos o que acontece, voltan- 
do & equagao (1) e substituindo x por 8 : 


4+8, 8-1 _ 23-8 

4 + 7 7 5 


• . 3+1 = 7 -3 . • . 4- 


Chegamos a uma identidade. Para verificar se um certo valor 
num4rico (ou literal), a, 4 a raiz de uma equagao dada, substitui- 
mos a incdgnita x por a. Se desta substituigao resulta uma iden- 
tidade, o valor num4rico (ou literal), a, 4 raiz da equagao ; no 
caso contrario, a nao 4 raiz da equagao. 

64. Equagoes eqiiivalentes. Duas equagSes sao eqiiiva- 
lentes quando tem as mesmas raizes, nao sendo possivel terem 
uma raiz diferente. 

Assim, para demonstrar que duas equagoes sao eqiiivalen- 
tes, e necessario provar que t6da solugao da primeira satisfaz 
a segunda e reelprocamente. 

Compreende-se portanto que, sob o ponto de vista da re- 
solugao, podemos substituir uma equagao por outra eqilivalente. 

De um modo geral, para resolver uma equagao, transfor- 
mant os a mesma em equagoes eqiiivalentes sucessivamente mais 
simples, at4 obtermos uma equagao de raiz evidente, como, 
por exemplo, 

x = 3 

cuja raiz 3 4 evidente. 

Estas transformagoes sao baseadas em certos principios, 
denominados Principios de eqUivalencia, que passamos a es- 
tudar. 

65. Principios de eqiiivalencia. Primeiro. Somando-se a 
ambos os membros de uma equagao ou deles subtraindo-se uma 
mesma auantidade, resulta uma equagao equivalente d primeira. 
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D c m onstragao. Seja a equagao 

A = B (1) 

onde A e B sao polinomios contendo as incbgnitas. Somemos 
aos dois membros a expressao algebrica C. Obteremos a equagao 
A + C = B + C (2) 

E’ facil provar que as equagoes (1) e (2) sao eqiiivalentes. 

1. °) Toda raiz da equagao (1) e raiz da equagao (2). 
Realmente, seja x = a e y = b, uraa solugao da ^equagao (1). 

Assim, se substituirmos x por a e y por b, os polinomios A e B 
assumem valores numdricos iguais Ai e Bi, e teremos: 

Ai = B! 

Pordm, pela mesma substituigao, a expressao C assumird 
um valor numdrico Ci e como, a dois numeros iguais somando 
numeros iguais obtem-se numeros iguais, podemos concluir: 

Ai + Ci = Bi + Ci 

Esta ultima igualdade prova que a solugao considerada sa- 

tisfaz a equagao (2). _ 

2. °) Toda raiz da equagao (2) e raiz da equagao (1). 

Seja x — a\ e y = uma solugao da equagao (2). Se 
substituirmos na equagao (2) x por m e y por bi, os polinomios 
A B e C, assumirao valores numdricos A 2 , B 2 e C 2 , e teremos: 

A 2 + C 2 = B 2 + c 2 

Se dos. dois membros desta igualdade numdrica subtrair- 
mos o mesmo numero C 2 , obteremos resultados iguais, logo, 

teremos: A 2 = B 2 

igualdade que prova ser a solugao considerada tambdm da 

6qU As equagSes (1) e (2) admitem, pois, as mesmas solugoes, 
e sao eqiiivalentes. 

Se ff undo. Multiplicando-se ou dividindo-se ambos os mem- 
bros de* uma equagao por uma quantidade conslanle e dijerente de 
zero , resulta uma equagao equivalente a pnmeira. 
Demonstragao. Seja a equagao 

A = B 


( 1 ) 


■ 
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e m, uma quantidade constante e diferente de zero. Trata-se 
de provar que a equagao (1) 4 equivalente d equagao 

Am = B m (2) • 

l.°) Toda solugao da equagao (1) salisjaz a equagao (2). 
Realmente a equagao (1) pode ser escrita 

A — 5 = 0 

e a equagao (2) com a forma 

Am — Bm = 0 
ou, 

m(A — B) = 0 

Ora, toda solugao da equagao (1) anula o polindmio A — B 

Lrsr b r d „ ut P o o et um fator nui ° 6 ~ 

m(A — B) 

e satisfard, portanto, a equagao (2). 

2.°) Toda solugao da equagao (2) salisjaz a equagao (1). 
Realmente, toda solugao da equagao (2) anula o produto 

m(A — B) 

polindmio* ^ P ° r hip6tese ' difercnt e de zero, anulard tambdm o 

A — B 

e verificard, consequentemente, a equagdo (1). 

Assim, as equagoes (1) e (2) sao eqiiivalentes. 

Observagdo. 0 mesmo princlpio pode ser aplicado k divisao, 

pois dividir por m 6 o mesmo que multiplicar por -L . 

m 

66. Restrigoes ao segundo princi'pio. I. Nao podemos 
ultiplicar ambos os membros de uma equagao por zero 

‘ConsiSraTdo T *" f ^^nte d primeira. ’ 

Considerando, por exemplo, a equagao z-3 = 7 e multinli 

cando ambos os membros desta equagao por zero, teremos : P 

z-3 = 7 (A) 

(x-3)X0 = 7X0 (B) 


1 
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A raiz da equagao A 6 10, e fete ndmero 6 tamb&n raiz 
da equagao B. Mas, se observarmos atentamente a equ^ao , 
vprificaremos iqiediatamente que esta equagSo tem uma m 
raizes ; com efeito, substituindo, na equagao B, 
a’tocdgnita x por um numero qualquer, por exemplo, 8, teremos . 
(8-3)X0=7X0 . 0 = 0 

O mesmo aeontecera se substituirmos x por qualquer ' outro 
numero 9, 11, 13, 20.80, et. ““ que a 

equa 5 So° a” reSmente uma cqua<;So e tem sdmente uma raiz, 
a - V "or 

outras, que se dizem raizes extranhas a F™™- u _ 

Considerando, por exemplo, a equagao 3 7 - . 

cando ambos os membros desta equagao por x - 5, teremos . 

x - 3 = 7 

(x - 3)(x - 5) = 7(x - 5) (D) 

, - _ n r in p Aoto numero 6 tamb6m raiz 

A raiz da equagao G e 10, e esre uumci^ 

da equagao D, como 6 facil verificar. 

Mas a equagao D admite a raiz 5 ; com efeito, 

(5-3)(5-5) = 7(5-5) . • . 2X0 = 7X0 • • 0 

Ora, a equagao C nao admite a raiz 5 ; com efeito, toman o 

a equagao C e substituindo x por 5, teremos . 

g_ 3_7 • 2 = 7, o que nao 6 verdade. 

?rncr s ; 

D 4 justamente o valor de x que unula o multiplicador x , 

iSto 03 membros da equ^o C per 

x+l a equagao rosultante nSo serd equivalcnte | equa?i » C, 

ST-tto^,Vvine"aLfa o multiplicador x+8. 
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2x-fi a p r i? h - arm ° S u amb ° 8 os membros da equagao C por 

nornue terl n!I resU,tante nko seni eqiiivalente a equagao C 

raiz 3 isto / n^l US ° C ° nV<5m k C, e esta 

raiz sera 3, isto 6, o valor de x que anula o multiplicador 2x - 6 

Ennm, multiphcando-se ambos os membros de uma equacao 
por uma expressao algebrica que contenha x, por ^mploT 
. tx + 3, a nova equagao em geral nao 6 eqiiivalente k nri 
memo, porque tem raizes que nSo eonvem 4 DrinSra e esta, 
raizes sao as raizes da equagao Sx 2 7x + 3 J ’ 

Do exposto se conclue que : 

Multiphcando-se ambos os membros de uma equacao (A) vor 
uma expressao que contenha x, e indispensdvel verificar se as raizes 

°S% P reS ° lUSS ° ^ e, ” a£ “ (B) - rLlmel - tZ 

Entretanto, esta verificagao 4 inutil, quando as rafzes obti- 
das nao anulam a expressao pela qual foram multiplicados ambos 
os membros da equagao. Por exemplo, se ambos os metros 
de uma equagao foram multiplicados por x - 5, e se a raiz que 
se obteve 6 4, pode-se afirmar que 4 6, realmente a raiz^a 
equagao dada, porque 4 nao anula a expressao x - 5. 

II. Nao podemos dividir ambos os membros de uma 

co q m a Se 0 ito P °n,n Z T' t P ° r «« **> tem fentTo ; 

tiplicado X na ° eAte Um n(imer ° ^ mul - 

IV. Dividindo-se ambos os membros de uma equacao 

Zjiyzz- iz a : zs»+ • ~ 

:zz:&7i%7’ rz «“ 4 eS a 

zes estranhas, isto 6, rafzes que nao venficam esta equacao No 
caso da divisao, a equagao resultante pode ter, em alguns cases me 

que ^uac5o cDd'r ^ a e T a? *° P rimitiva ; a divisao faz’com 
q a equagao dada perca, hs vezes, uma ou algumas das suas rafzes 

Consideremos, por exemplo, a equagao do segundo grau 

x 2 - 7x+l2 = 0 (A) 


‘f- 



i 

i 
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Esta equagSo tem duas raizes, a saber, 3 e 4, como 6 f&cil 
verificar por substituigao. Dividindo-lhe ambos os membros por 
i-3, teremos : x _ 4 = 0 (B) 

E as equagbes A e B nao sao eqiiivalentes, porque ambas 
admitem a raiz 4, mas a equagao B nao admite a raiz^3. Com a 
divisao de ambos os membros por x-3, a equagao A perde a 
raiz 3, e esta raiz perdida k justamente a raiz que anula 0 divisor x 6. 

67. Resolugao de urna equagao. Armados com os dois 
principios estudados nos par£grafos anteriores, passemos a reso- 
lugao de algumas equagbes. 

Primeiro exemplo. Resolver a equagao 3x-15 = 5+2x. 

Observemos que o primeiro membro desta equagao tem 
dois tSrmos, um dos quais cont6m x (0 t6rmo 3x) e o outro nao 
contain x (o t£rmo 15). 0 mesmo acontece com- o segundo 

membro da equagao. , 

E’ conveniente passar para o primeiro membro, todos os 
tfirmos que contbm x, e para 0 segundo, os que nao o contfim, 
isto 6, os Itrmos conhecidos ou ttrmos independentes da incog- 
nita. De que modo? 3 x _i5 = 5+2x (A) 

Diminuindo 2x de ambos os membros da equagSo A, (prm- 
cipio da subtragao) resulta : 

3x - 15 - 2x = 5+2x - 2x (B) 

As equagbes A e B sao eqiiivalentes e, notando que no se- 
gundo membro da equagao B temos +2x-2x=0, resulta . 

3x - 15 - 2x = 5 (C) 

Somando 15 a ambos os membros da equagao C, (pnncipio 

da adigao) resulta : . 

3x - 15 - 2x + 15 = 5+15 (D) 

As equagoes A, B, C e D sao eqiiivalentes e, notando que 
no primeiro membro da equagao D temos — 15-j-15 , resu a 

3x - 2x = 5+15 (E) 

Reduzindo os tGrmos semelhantes, 

(E) 
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equa£ A Vt D 7? F? , E ’ 2 °’ ^“temente. E as 
eq goes A, d, 6, D, E e F, sendo eqiiivalentes, conclue-se que 

a ra, z da equasSo A <5 20. Com efeito, substitute a nor 20 
na equagao A, teremos : p ' 

3X20-15 = 5+2X20 60- 15 = 5+40 . *. 45 = 45 

Observando com atengao o processo seguido para resolver 
a equaggo A, podemos concluir que : 

nnrfinZfT ““ e . qua ^ 0 4 trans J ormd-la em outras eqiiivalentes, 

Zia rat ZT ^ WCMS simples ’ aU che 9 ar a uma equagao 
cuja raiz seja evidente. 1 * 

Comparemos as equagbes A e E. 

3x - 15 = 5 + 2x 

3x - 2x = 5 + 15 (E) 

nheeSn a “^ ai !t d0 ' aS COm aten ^°> °bservamos que o tSrmo co- 
nhecido 15 do primeiro membro da equagao A est£ no se- 
gundo membro da equagao E, porOrn com sinal contrdrio, isto S 
positivo ; observamos tamb&n que o tfirmo +2x do segundo 

da eqUa?a 7 ° A ’ estd no Primeiro membro da equagao 

fjJZ C ° m contrd ™> ^to 4, negativo. Podemos, entao, 
estabelecer a segumte ’ 

J&f. E ' SempT ° possivd passar um de um para outro 
membro de uma equagao, coutanto que se ihe troque o ,i„al. 

& O que se chama a transposigao de um t&rmo. 


Segundo exemplo. Resolver a equagao 5x-(8-2x) = 10+6x 

Ehminando os parenteses 5x-8+2x = 10+6x 

Keduzindo os termos semelhantes. 7x — 8 = 10d-6x 

Transpondo 7i _ 6i _ 10+8 

Reduzmdo os tSrmos semelhantes ... x = 18 

Observagao. Antes de transpor termos, 6 conveniente reduzir os tJrmn. 
semelhantes ententes em cada membro da equagao 

Terceiro exemplo. Resolver a equagao 3x - 5 = 4^+9 
Transpondo .... « A n _ 

Reduzindo . S*-4*=9+5 

-x = 14 


ne .+“ C o g °^ se nta " esta ft™* equaqao com o sinai 

g • mpre que isto acontece, 6 de rigor multiplicar ambos 
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os membros da equagao por menos 1 , oquee permitido de acordo 
com o principle da multiplicagao; resultara. 

x — -14: 

A raiz da equagao dada 4 — 14. Com efeito, substituindo 
x por — 14, teremos : 

3(— 14) — 5 = 4(— 14)+9 . • . -42- 5= -56+9 . ' . -47= -47 

Fica entao estabelecido que: 

Estando uma equagao completamente simplijicada, se o termo 
que contem x (o primeiro membro da equagao ) 6 negativo, e necessdrio 
multiplicar ambos os membros da equagao por menos urn. 

IsTa pratica diremos: trocando os sinais . . . 

Quarto exemplo. Resolver a equagao 

10 - (3x+5)+7x = 5x - (2 - 4x)+22 

Eliminando os parenteses . 10 - 3 x- 5 + 7 x = 5x-2+4x+22 

Reduzindo 4x+5 = 9x+20 


4x+5 = 9x+20 

Transpondo 4x — 9x = 20 — 5 

Reduzindo - 5x = 15 ^ 

Trocando os sinais .... 5x = -15 

Dividindo por 5 - .j 

Observagao. Chegados & equagao 5s = - 15, tivemos de dividir ambos 
os membros por 5, o que 6 permitido em virtude do principle da dmsao. 

Quinto exemplo. Resolver a equagao 
3(2x - 5) — 4(7 - 3x) = 13 - 3x 

Eliminando os parenteses. . . . 6x- 15-28+ 12x = 13- 3x 

18x-43 = 13 — 3x 


x = -3 


— 15, tivemos de dividir ambos 


Eliminando os parenteses . . 
Reduzindo 


Transpondo 

Reduzindo 

Dividindo por 21 x ~ 

Exercicios. Serie XXXIX 

Resolver as seguintes equagoes : 


18x+3x = 13+43 
21x = 56 
56 8 

: * X 1=2 

21 • 3 


1. 

16+4s — 4 = s + 12 

i 

1 

5 . 

2. 

6s-13+2s+3 = 0 

i 

6. 

3. 

8+7s-13 = x-27-5s 

1 

1 

7. 

4. 

9s+2-(4s+5)=4s+3 

1 

8. 


3s+8-(6s-7) = 2s+15 
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f 2(4-*)-7-3. I n- 25»+7-177-(te 

n Sd 8 “-t+.« 1 “• 5 *+> 3 -2*-100 - 20*-18 

SI s I 17 - 9*+22-2 z-193-22z-84 

L ! 18 ' a ‘+15-2*-100- 1 2z-31+* 

14 2Qx w ifi t ! 19 ' I3 4+10-2l4“45 — 102- 15 

14. 2to 57-161-5 | 20. 41+3+5:1+11 -8- -5,-8 

21. 2(x - 3) - 3(1 - 2s) =3(2 - x) - 2(5 - 3s) 

22. (3s — 4) - 1^2 - (s — 4) J = (3s — 4) - 2 

23. 2s-[s+(l-s)]= 2s-(l+s) 

68. Equagoes com denominadores numericos. O pri- 
meuo passo consiste em ehminar os denominadores. Como ex<fm- 
plo, vamos resolver a seguinte equagao : 

* _ A = A _ 5x 

2 4 5 6 

uecess&no eliminar os denominadores. Com este fim 
multiplicamos ambos os membros da equagao por um numero 
que seja dmsfvel por 2, 4, 5 e 6. Hd uL infinidade de " 0 - 

tTnlo r IVeiS P °/. 2 ’ 4 * 5 e 6 > de « preferir 0 menor mdt 
tiplo comum a Sstes quatro ndmeros, isto 6, 60. Multiplicando 
ambos os membros da equagao dada por 60 teremos f 

x x 60 _ 3 X 60 2 X 60 5xX60 

2 4 5 6 

xX30 -3X15 = 2X12 - 5xX10 
30x — 45=24 — 50x, etc.. 

vemo^qut : nt °’ ““ SG pr ° Cede mais ^Pidamente. Obser- 


|-X60 = 60X^ 


= 60=2Xx = 30x 


— X 60 = 60 X-^- = 60 -7-4X3 = 45 


2 2 

>-X60 = 60X — 
0 5 


= 60-7-5X2 = 24 


5x 

^X60 = 60X g =60 = 6X5x = 50x 
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Dnnrlp se deduz a seguinte 

i? rn Para eliminar os denominadores de uma equagao, 

^■xssossa sts 

insTitc o denominador um . 

Primeiro exemplo. Resolver a equagSo 

4+x . x- 1 „ 23 - x (A) 

”4 7 5 

O m. m. c. dos denominadores 6 140. Aplicando a regra 
para a sua eliminagao, teremos : 

35(4+x)+20(x- 1) = 140X7 -28(23 - x) ( ) 

140 +35x+20x - 20 = 980 - 644+28x 
55x+120 = 28x+336 
55x - 28x = 336 - 120 
27x = 216 
x=8 

Seeundo exemplo. Resolver a equagao 

4x-7-| + 4 -^ < A > 

O menor multiple comum dos denominadores 1 15. Aplicando 
a regra para a sua eliminagao, teremos : 

15X4*- 15X7 - 5X2z+3(4z+3) B 

60x - 105 = 10x+12x+9 \S') 

60x — 105 — 22x+9 

60x - 22x = 9+105 

38x = 114 

x = 3 

Observa&o. Quando o numerator da ^ a? ^° d p'™ s ^fetuHa.’ Resolvendo 
deve indicar primeiramente a a ““JJ|Pj ca5 de ' p ois pi L a equagao C. Se quiser 
a equagao A, passard para a uqu&B,* PP arriscar . se -d aos erros 
passar diretamente da equagao A para a equagao o, 
de sinal, tao comuns entre os pnncipiantes. 


i 
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Terceiro exemplo. Resolver a equagao. 

4x - 6 3x - 8 2x - 9 x-4 

12 4 “ 6 8“ 

O m. m. c. dos denominadores 6 24. Eliminando-os, te- 
remos : 

2(4x - 6) - 6(3x - 8) = 4(2x - 9) -■ 3(x - 4) 

8x - 12 ~ 18x+48 = 8x - 36 - 3x + 12 

- 10x+3G = 5x - 24 

- lOr ~5x= -24-36 

— 15x= — 60 
15x — 60 
x = 4 

Exercfcios. Sfirie XL 

Resolver as seguintes equag5es : 

, , 2x 3 J _ 3a: 2 i 1 x Ax 

l - -q = T i o. T = — i 9. — =. £ _ EL 

^ 4 i 4o i 823 

Z 2 | £ 2 -r ! 7» Q 


7 5 

1 _ 3x 
4 = 10 
5s 1 

y ” ~2 


6. ~ = — + ~ 
3 5 T 2 


3x 5s _ 1 
2 + "3 ~ 10 


2 3 

£ 

10 

1 x 

T ~ ¥ 

4 


N. B. Em relagao ao exerclcio 12, os estudantes podem escrever — 

lugar de • E’ dtil lembrar que (+a)-=-( — 6)= - — = 

4 b b - b 

13. (x-f7)(x-3) = (x-5)(s-15) 

14. 9x - 3(5s - 6) -f 30 = 0 

15. (x — 2)(7 — x) + (x+5)(x-|-3) - 2(x — 1) + 12 = 0 

16. (x+3) 2 -(x+2) 2 = 3s + 20 

17. 6x-2(9~4x) + 3(5x-7) =* 10x-(4 + 16x+35) 

4 + x 5 + 2x _ 8 - 3x 

'3 9 ” 2 

19 z ~ 2 12 - x ox - 36 

3 2 4 " 1 


WMm 'feu-. 
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69. Equagoes literals. As equagbes j& resolvidas sao 
equagoes numdricas, porque os coeficientes da incdgnita sao va- 
lores numdricos. 

A’s vAzes, por&n, a equagao eontdm as letras a, b, c, m, 
n, etc., que nao representam incognitas mas que representam 
numeros quaisquer supostos conhecidos. Da-se a esta equagao 
o nome ae equagao literal. Por exemplo, a equagao 

x-a , x-b 

~ 7 — + - — - 0 

o a 

e uma equagao literal. A incdgnita 6 x ; as letras a e b repre- 
sentam numeros quaisquer supostos conhecidos; sao chamadas 
constantes arbitrdrias. 

As equagoes literais do l.° grau se resolvem, obedeeendo its 
mesnus regras estabelecidas para as equagoes numdricas do 
l.° grau. 

Primeiro exemplo. Resolver a equagao — -f _ 0 

b a 


Eliminando os denominadores 
Eliminando os parenteses . . 

Transpondo 

Pondo x em eviddncia . . 


Dividindo por a +b 


Segundo exemplo. Resolver a equagao 


a(x-a)+b(x - &)== 0 

ax-a 2 +bx-b 2 = 0 

ax+bx = a 2 -\-b 2 

x(a-j-6) = a 2 -(-6 2 

a 2 +b 2 

x— 

a+b 

x+2 m + n 


m — n 


Quando uma equagao literal se apresenta com a forma de 
uma proporgao, o meio mais simples para eliminar os denomi- 
nadores 6 aplicar-lhe o teorema fundamental das proporgOes. 
(E.M.S. V. § 61) Assim procedendo com a equagao acima, results : 
(x-f-2 )(m - n) — (x - 2){m-\-n) . • . 

mx J r2m — nx - 2n = mx - 2 m-pnx — 2 n ■ 

mx - nx - mx - nx =- 2m - 2 n - 2m+2n 

- 2nx = - 4m .*. 2nx = 4m x = ----- 

2 n n 
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Exerclcios. Serie XLI 
Resolver as equagoes literals segumtes . 

1. a+*=o + 5 i 6. (a + 

2. 4(36 — x) = 3(2b + *) { 7 - («H 

3. x(a - 6) = 3(o + 6) j 8 - 3ax 

4. (x - a)ix - b) = z(x + c) i 9. 5(x • 

5. 5(a - Si) = 2 (o 4- *) “ 4x ! 10 - 2a “ 


a , 6 c 
1]L ' x + x x 


6. (a + 6) (a - x) = a(6 - *) 

7. (a 2 4~ x) s = £* 4- 4a* 4- a* 

8. 3ax — «6 = 2 ax - ac 

9. 5(x - 2a) 4- 3(x - a) “ 2a 
10. 2a - cx = 3c - 56x 


a(a - x) , 6 (6 - x) = 

6 + a 



•AS 



+ 7 


I 


x — 

a 

x — 

b _ 3 t 6 ~ 

a) 

12. 

X 

a 

4- 

X 

T 

= 3 

I 

1 

15. 

b 


a 

a 



ax 

_ 

l 

1 - 

ax 

1 

1 

16. 

m — 

X 

. n ~ x = 0 


13. 


T 


a 


1 


n 


m 



17. 

X 1 

hx 

a 

a - x 2x 

=3 — 

6 6 

• a i 

— i 
X 1 

19. 

X + 
6 

a 

x + 
a 

6 2(a - 6) 

ab 


ax - 

b 

+ a — 

x 4 - ac 

i 

i 

20. 

2. 

(>- 


*-)- 

18. 

— 
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70 Resolugao algebrica de um problema. A Alj^bra 
nos permite resolver numerosos problemas com mats facilidade 
e ranidez que a Aritmetica. E’ necessario, por6m saber por o 
problema em equagao. Esta e a fase mats dificil da resolugao 
ale6brica de um problema. A segunda fase, isto e, resolver a equa- 
cao e uma operagao cuja dificuldade cresce com o grau da equa- 
So com o ndmero de incbgnitas, etc.. (§74) Ha uma tercetra 
fase da qual trataremos oportunamente na quarta sene gujasi ; 

Damos a seguir alguns problemas que deverao ^ set : resdvrdos 
em classe (quatro ou cinco ou mais por dia) para que os estuda 
tes adquiram, pouco a pouco, a pratica necessaria para pdr um 

problema, em equagao. ( ) 

^resolucao dos problemas do primeiro grau estd incluida no pro- 
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Exerclcios. S6rie XLII 

Os estudantes resolverao os problemas que se seguem, com uma incognita. 

1. Qual o ndmero cujo dobro mais 5 6 igual a 57? 

Seja x 6ste ndmero ; de acdrdo com o euunciado do problema, 

2x 4- 5 = 57 . • . 2x = 57 - 5 . • . 2x = 52 . 1 . x = 26 

2. Qual o niimero cuja metade mais a tfirga parte 6 igual a 25 ? 
Seja x 6ste ndmero ; de acordo com o enunciado do problema, 

~ 4- y = 25 . • . 3x 4- 2x = 150 . • . 5x = 150 . ’ . x = 30 


3. Qual o ndmero que, somado com o triple de si rnesmo, d,4 52? 

4. Somando 54 il minha idade, o resultado 6 o quddruplo da minha 
idade. Qual a minha idade? 

5. Calcular dois ndmeros cuja. soma 6 105 e cujo quociente 6 6. 

Seja x o menor do3 dois mimeros pedidos ; se o maior contain 6 v&zes 

o menor, deverd ser- representado por 6x. E sendo a soma dos dois mimeros 
igual a 105, resulta que : 

x 4- 6x — 105 7x — 105 . x = 15 

O ndmero menor 5 15 e o maior 6 6 X 15, isto 5, 90. 

6. Calcular dois ndmeros cuja soma 6 276 e cujo quociente 6 11. 

7. Calcular dois ndmeros cuja diferenga 6 230 e cujo quociente 6 11. 

8. Calcular dois ndmeros cuja diferenga 6 216 e cujo quociente 6 7. 

9. A soma dos capitals de dois negociantes 6 93 800 cruzeiros. Se o 
capital de um deles 6 igual a 7 vezes o do outro, qual o capital de cada um ? 

10. Multiplicando um certo ndmero por 13, o produto 6 igual ao mul- 
tiplicando aumentado de 1 020 unidades. Qual 6 rate ndmero ? 

11. Um retdngulo tem 138m de perimetro. Sendo o comprimento 
igual ao dobro da largura, quanto mede cada uma destas dimensoes? 

Sendo x a largura, o comprimento sent 2x. Donde 2(x4-2x) = 13S. 

12. Calcular o comprimento e a largura de um retangulo cujo peri- 
metro mede 2 024m, sendo a largura igual a um tergo do comprimento. 

13. Calcular o comprimento e a largura de um retangulo cujo perimetro 
mede 2 930m, sendo o comprimento igual ao quddruplo da largura. 

14. Quais sao as dimensoes de um retdngulo cujo perimetro mede 
732m, sendo a largura igual a um quinto do comprimento ? 

15. Calcular o comprimento e a largura de um retangulo cujo perime- 
tro mede 316m, sendo a largura igual a ires s6timos do comprimento. 

Seja x o comprimento ; a largura serd y- Donde, 2 (*+y) = 316. 

16. Calcular dois ndmeros consecutivos cuja soma 6 75. 

Dois ndmeros sao consecutivos quando sua diferenga 6 igual a 1 ; os nd- 
meros 15 e 16, 23 e 24, 36 e 37, sao consecutivos. Seja x o menor dos ndme- 
ros pedidos no problema; o outro serd x-f-1. Donde ®4-(x4-l) =75, etc.. 

17. Quais sao os tres numeros consecutivos cuja soma 6 852? 

18. Calcular quatro ndmeros consecutivos tendo por soma 774. 

19. Calcular cinco ndmeros consecutivos tendo por soma 3 570. 
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20. Doi3 ntimeros consecutivos sao tais que subtraindo 3 do primeiro 
e somando 5 ao segundo, a soma dos dois resultados 6 37. Quais sao os dois 

ndrneros?^ ^ ^ a;+1 Qg do ; s n d rne ros pedidos ; entao (x- 3)+(x + l +5) = 37. 

21. Calcular dois ndrneros pares consecutivos euja soma 6 108. 

Sejam 2x e 2x+2 os dois ndrneros pedidos, etc.. 

22. Calcular tres numeros pares consecutivos tendo por soma 

23. Calcular tres mdltiplos consecutivos de 7, tendo por soma 189. 
Sejam 7x, 7x+7 e 7x + 14 os tres ndrneros pedidos, etc.. 

24. A diferenga entre os quadrados de dois ndrneros consecutivos 6 43. 
Quais sao os dois ndrneros? 

Sejam x e x+1 os dois ndrneros; entao (x + l) -x =43. 

25. Um ndmero 6 o quddruplo de outro. Se eu subtrair 99 do maior, 
e 36 do menor, os restos serao iguais. Quais s5o os dois ndrneros ? 

26. Pai e filho tdm juntos 85 anos e a idade do pai 6 o quadruplo da ao 

filho. Qual 6 a idade de cada um ? ... , 

27. Um pai tem.48 anos e seu filho, 12. IM quantos anos a idade do 

Dai era ieual a 7 vezes 'a do filho ? . , , , 

Hd x anos ; o pai tinha entao 48- x e o filho, 12 -x. E a idade do par 

era igual a 7 v&zes a do filho, isto d, 48 - x = 7(12 - x), etc.. _ 

28. Um pai tern 24 anos e seu filho tern 2. Quantos anos deverao de- 
correr para que a idade do pai seja igual ao d6bro da do filho 

^ 29. Dividir 90 em duas partes tais que 4 vSzes uma seja igual a 5 vezes 

a outra. 

, Seja x a primeira ; a segunda sera 90 - x, etc.. 

go. Antdnio tern o triplo da idade de Pedro ; hd 8 anos tinha o qua- 
druplo. Qual d a idade de cada um ? , . . , , j 

31. Carlos tern 8 vdzes a idade de Dario ; dentro de 4 anos a idade de 
Carlos serd igual a 4 vdzes a idade de Dario. . Qual d a idade de cada um ? 

32. Eu tenho 60 anos e meus tres sobrinhos tfim 48 anos. Quantos 
anos deverao decorrer para que a soma das idades de meus sobrinhos seja 

igual & minha? . , . _ _ _ 

33. A idade de um filho d a tdrga parte da do pai ; ha 8 anos era a 

quinta. Qual d a idade de cada um? . . .. 

34. Calcular dois ndrneros tendo por diferenga 253 e por quociente ij. 

35. Calcular dois ndrneros tendo por soma 252 e por quociente 17. 

36. Dividir o ndmero 126 em duas partes tais que uma seja o ddbro 

da outra. _ , , 

37. Tres irmaos ganharam 20 000 cruzeiros. O segundo recebeu a me- 
tade do que ganhou o primeiro, e o terceiro recebeu a quinta parte do que 
ganhou o segundo. Quanto ganhou cada um ? 

38. Dividir 900 cruzeiros por tres pessoas, de modo que a segunda re- 
ceba 50 cruzeiros mais do que a primeira, e a terceira tanto como as duas pri- 

m0,ra 39. Dividir 190 cruzeiros entre quatro pessoas, de modo que a segunda 
receba 10 cruzeiros mais do que a primeira, a terceira 20 cruzeiros menos que 
a segunda, e a quarta tanto quanto a primeira e a terceira. 
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40. Gastei a metade do meu dinheiro, mais um quarto, mais um quinto 
e sobraram 12 cruzeiros. Quanto tinha? 

71. Forma normal da equals© do primeiro gran com 
uma inc6gnita. Esta equagao, depois de completamente sim- 
plificada, se reduz sempre a dois t6rmos ; um tfirmo que con- 
t6m x (a incdgnita), e outro que nao o contdm, isto um 
t&rmo independents da incognita. 

Como os estudantes jit o verificaram numerosas vdzes, re- 
solvendo equagdes do primeiro grau com uma incdgnita, a penul- 
tima equagao a que chegam d 7.x = 14, 8x = 20, 3x = -15, 2x = 9, 
etc.. De um modo geral se diz em Algebra que a forma nor- 
mal das equagoes do primeiro gran com uma inc6gnita e 

ax «* b 

Nesta equagao x d a incognita ; a e b sfio ndrneros quais- 
quer, sao os coeficientes ; b 6 o tdrmo independente da incdgnita. 

b 

De ax**=b deduzimos facilmente .x =* — 


Esta d a formula resolutiva da equagao do primeiro grau 
com uma incdgnita ; ela nos diz que : 

Estando a equagao do primeiro grau com uma incdgnita, redu- 
tida & forma normal, para obler o valor de x, isto s, a raiz da 
equagao, d bastante dividir o tdrmo independente de x, pelo coefi- 
ciente de x. . 

Por exemplo, sendo 5x = 20, segue-se que x = 204-5 . • . z = 4. 
~ . b — . 


72. Discussao da formula x — ■ 


Discutir uma fdrmula 


6 atribuir todos os valores possiveis &s letras que nela entram 
e, em seguida, interpretar os resultados obtidos. Fagamos, pois, 
todas as hip6teses possiveis a respeito dos valores que se podem 
atribuir &s letras a e b. 

Primeira hip6tese i a^0 e M0. Se os coeficientes a e b 
sao diferentes de zero, isto d, se a e b sao numeros quaisquer, 

mteiros ou fracion&rios, positivos ou negatifos, a f6rmula x=» — 
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nos dA um valor e sdmente um para x. Com efeito, a divisao de 
6 por a nao admite dois quocientes diferentes. Este b o caso 
mais comum na prdtica e podemos, portanto, concluir que : 

A equagao ax = fo, sendo a e b numeros dijerentes de zero, 
admite sempre uma raiz_, e sdmente uma Esta raiz pode ser um 
numero inteiro ou fraciondrio, positivo ou negative. 

Segunda hip6tese t 0 e 6 = 0. Neste caso, a equagao 
ax = 6 admite uma raiz nula, porque o quociente de zero divi- 
dido por um ndmero diferente de zero, b zero. Considerando 
as equates 5x = 0, 8x = 0, 10x = 0, etc., o dnico valor de x que 
satisfaz a estas equagoes 6 zero. 


Terceira hip6tese: a = 0 e b^O. Neste caso, a raiz 

da equagao ax — b toma a forma x — — (com b ^ 0). Ora, 

a divisao de um numero qualquer por zero nao 6 possivel ; 
b 

portanto o simbolo — nao tern significado algum. Mas, se ob- 

servarmos a equagao 0 X x = 5, veremos de pronto que ela 
traduz um absurdo, porque nao existe um numero que, multi- 
plicado por zero, dd um produto igual a 5 ; o produto b sempre 

nulo. 0 simbolo -—6, geralmente, o simbolo de impossibilidade. 

Portanto, quando a raiz de uma equagao se apresenta sob 


7Tt 

a forma > sendo m ^ 0, nao b possivel resolver esta equagao. 

0 yyy 

Entretanto, dste simbolo * tern, em Matemdtica, uma 


interpretagao muito interessante. 
Consideremos as fragbes 


5 5 5 5 5 5 

T 0,1 ’ 0,01 ’ 0,001 ’ 0 , 000 l ’ 0 , 00001 ’ 


(A) 


cujos denominadores vao diminuindo sucessivamente. 

As fragoes do grupo (A) podem ser substituidas pelos sens 
valores calculados, isto b : 

5, 50, 500, 5000, 50 000, 500000, (B) 


Equagoes do Primeiro Grau 


119 


Portanto, se o numerador de uma fragao permanece constante, 
as sucessoes (A) e (B) nos mostram que, & medida que o denominador 
de uma jragdo diminue, o valor desta mesma fragao aumenta. 
Donde resulta que, quando o denominador se torna muito pe- 
queno, aproximando-se de zero, o valor da fragao torna-se maior 
do que qualquer numero dado, por muito grande que seja dste 
numero dado. Este valor limite, que nao e possivel exprimir 
numericamente, d chamado valor injinito ou simplesmente injinito, 
e b representado simbdlicamente por um oito deitado (co). 

E’ precise observar que : 

0 denominador da jragdo diminue conlinuamente, tendendo 
para zero, mas sem atingir o valor zero, e a jragdo tende 
para o limite infinito, sem nunca atingl-lo, mas se aproximando 
dele cada vez mats. 

Em linguagem matematica, diremos : 

0 limite da jragdo ~~ (com m constante e x variavel) 
quando x tende para zero, 6 o injinito. 

Reeorrendo aos simbolos algbbricos, traduziremos dsse fato 
pela segumte notagao : 

r / m \ 

Im ' (~x“ ) 


TYt 

Ou, abreviadamente : = co 

0 • 

Portanto, o infmito pode ser representado, indiferentemente, 
pela expressao — com ( m ^ 0) ou pelo simbolo co . 

Quarta hi P 6tese » a = 0 e 6 = 0. Neste caso, teremos 
o ’ ' x ~o i" resultado significa que a equagao tern 

uma mfmidade de raizes, e 6 chamado o simbolo da indetermina- 
gao. Lorn efeito, a equagao toma a forma Ox = 0, e e evidente- 

P? is 9wOquer numero jinito multiplicado 
por zero e igual a zero. Em resumo : 
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Reduzida a equagdo do primeiro grau com uma mcdgmta, 
d forma normal ax=*b 9 

I. Sendo a+0 e 6 + 0, a equagao tem uma ilnica raiz ; 6 
uma equagao determinada. 

II Sendo a+0 e 6 = 0, a raiz da equagfio 6 zero; sendo 
zero urn numero como outro quaiquer, ainda neste caso a equa- 
gao tem uma time a raiz, e <5, portanto, uma equagao determinada. 

III. Sendo a = () e 6+0, a equagao nao tem raizes , 6 uma 
equac&o imposslvel ou absurda. 

IV. Sendo a = 0 e 6 = 0, a equagfio transforma-se em uma 
identidade ; 6 uma equagao indelermmada, 

Observagdo. Sendo e supondo m = 0 e n = 0, results 

_0_ „ 0 x oo .-.OX® ="n (ndmero quaiquer). Portanto, o produto 0X« 

6° tambdm um slmbolo de indeterminasSo. 

73. Indeterminagoes aparentes. Consideremos uma, fra- 
gao algSbrica racional em x, isto 4, cujos tftrmos, numerador e 
denominador, sao expresses racionais e mteiras em x. >-ej 

x 2 -7x + 12 ^ 

x 2 - 5x + 6 

esta fragao. Calculando o seu valor nunterico, para x = 3, teremos 
sucessivamente : 

x 2 -7x + \2 _ 3 2 — 7 X3 + 12 = 9-21+12 = _0_ 
x 2 — 5x + 6 _ 3 2 - 5 X 3 + 6 9-15 + 6 0 

E conclufmos que, para * = 3, o valor numdrico da fragao (A) 
4 JL, 4 indeterminado, 6 um numero quaiquer : 5, 8, 12, etc.. 

Entretanto, esta conclusao 6 arriscada ; pode ser falsa. 

Com efeito, se os dois tSrmos da fragao (A) se anulam, para 
x = 3, conclue-se, de pronto, que ambos sao dmsiveis exata- 

01611 Neste caso^itidlndo ambos os tdrmos da fragao (A) por 
x - 3 ou fatorando-os (§52, 5.° caso) teremos sucessivamente . 

x 2 - 7x + 12 = (x~3)(x-4) _ xj± (B ) 

x ? - 5x + 6 (x~3)(x-2) x-2 


3, teremos 
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E, nesta tiltima fragfio, fazendo x ** 3, veremos que o verda- 
deiro valor da fragao (A) 6-1. 

Era o fator x - 3, comum aos dois t6rmos da fragao (A) e 
nulo para x = 3 que fazia com que esta fragao se apresentasse 
indetermmada. Esta indeterminagao era falsa , aparente ; supri- 
mindo-se o fator x — 3, a i n d e te r mi n ag fio desapareceu. 

II. Consideremos a fragao racional z3 ~* x2 +5x-2 

x 8 — 7x+6 

e procuremoB o seu valor nunterico, fazendo *-l. Acharemos 

— • Esta indeterminagao serd real ou aparente? Nlo nos 6 

possivel, por enquanto, fatorar os tfirmos da fragfio dada. En- 
tretanto, se ambos se anulam para x- 1, concluimos, (§48) oue 
eles sao divisiveis (exatamente) por x-1, e que a indetermina- 
gao e talvez aparente, e produzida pelo fator x-1. 

Imediatamente dividimos ambos os tfirmos da fragfio por 

x - 1, e teremos. ..... - ~^ x -\-2 

x 2 +x-6 

Procurando o valor numdrico desta fragfio, parax = l, resulta : 
x 2 -3 x+2 _ 1-3+2 0 

x 2 +x-6 ~ 1+1-6 ~ ZTi “ 0 

Portanto, para x = l, — — j a;2 +5x- 2 

x 8 -7x+6 

Se uma fragao algtbrica, cujos tirmos sao polindmios inteiros e 
racionais em x, toma a forma — para x = a, o teorema de d’Alem- 
bert nos previne de pronto de que ambos os ttrrnos desta fragao sao 
divisiveis exatamente por x - a ; entao dividimos os ttrrnos da fragao 
porx- a, e procuramos o valor num&rico da fragao resultants 
para x = a ; e assim por diante. 

a x Vimos no pardgrafo anterior que a expressao 0 X =e 
e tambem um simbolo de indeterminagao. 

Consideremos a expressfio alg6brica seguinte : 

( “’ + 2 ° " 15) X ^-12 < A > 


. 

J ■ ■ . 
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Calculando seu valor numdrico, para a =3, teremos : 

(9 + 6 - 15) X = °X-|=°Xco 

E diremos que, para a = 3, a expressSo A 4 indeterminada 
Maa esta indetermmagao serd real ou aparente . Escrevendo 

a expressao A sob a forma 

4(a 2 +2g- 15) 

a 3 +o~ 12 


e procedendo como nos cases an ter lores (I e II), teremos : 
4(a 2 -f-2a- 15) __ 4 (a+5)(a - 3) = 4(a+5) 

- 12 (a+4)(a-3) a + 4 32 

E nesta ultima fragao, fazendo a = 3, acharemos — > que ^ 
o verdadeiro valor da expressao A, para a- 3. •. 

Portanto, a indetermmagao da expressao A era aparent , 
era produzida pelo fator a -3 que se anula para a -3. 

TV Sendo =» — 4- — > e supondo m = 0 e n - 0, 
iv. oei-uu n n m 


resulta : 


0 1.1.0 co 


0 " 0 ' 0 ’ . ' 0 co 


Portanto, a expressao 4 tamb&n um sfmbolo de inde- 
termmagao. Entretanto, a indetermmagao indicada pelo sfmbolo 
-2EL pode ser, as vdzes, aparente. 

°° o sfmbolo — aparece quando se quer determmar o valor 
numdrico, para i -co , de uma fragao algdbrica cujos tdrmos sao 
polindmios inteiros em x. Deste caso trataremos oportunamen be. 

V. Sendo e supondo m = 0 e n « 0, 

mn n m 

resulta : n 

r= CO - CO 

0 

Portanto, as expressoes e co - co sS,o eqiiivalentes, isto 4 . 

co - co — n {numero qualquer) 
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E a expressSo co - co 6 tamb4m um sfmbolo de indetermi- 
nag5o. Este sfmbolo aparece quando se quer calcular o valor 
numdrico de uma diferenga entre duas fragdes algdbricas. Neste 
caso, convdm calcular em primeiro lugar, a diferenga entre as 
duas fragOes, suprimir os fatores comuns a ambos os tdrmos 
da fragao resuitante e, depois, ealcular-lhe o valor numerico. 


Exerclcios. Serie XL III 


Calcular o verdadeiro valor das express Qes algdbricas seguintes, de ac6rdo 
com os valores de x mdicados para cada uma delas. 

I _ J_i 9 

L X 2 _ §21-1-15 para Sl=3 

„ x 2 -lla; + 24 

ZTi TTTTT ,« z—8 


z 2 +4x+3 
x 2 +73:+12 
x 2 +8x+15 
x*+5x+ 6 


x s +7z+lQ 
a 8 + ab — 6fr 2 
a 2 +2a6-86» 
c 1 — ed— 12d* 
c'+cd - 20 d 2 
m 3 -f- am - 2a 


x 2 -8x+12 

s 2 +13z-j-30 


>»» - 2am + a 2 

x i +3xy+2y i 
x^-p4xy-\~3y 2 para 

74. Classificagao das equagoes. (*) Para classificar uma 
equagao 4 necessano, preliminarmente, passar todos os seus tdrmos 
para um dos membros da mesma equagao, (em geral, para o 
1. membro) de modo que o outro membro fique reduzido a zero • 
em seguida, reduzem-se os tennos semelhantes. A equagao toma 
assim a forma geral A = O, na qual A, o primeiro membro da 
equagao, eontdm a inedgnita (ou as inedgnitas). 

E’ sob a forma geral A = 0, que se classifica uma equagao. 

A classificagao de uma equagao obedece a varios criterios. 

. .}*} ^te parfipafo pode ser omitido em um primeiro estudo, ou desen- 
oivido gradualmente, de aedrdo com as necessidades do curso. 


x 2 +8x+15 
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| Ema equag&o pode ser cldssijicada pelo numero de suas in 

c6gnitas. Consideremos as equagdes seguintes : 

5x-4 = 3x+4 i 3x-y = 7-f2x . | x+y -5 = 22+3 . . 

2x — 8 = 0 ' x -y - 7 = 0 | x-f-j/ -2z -8 = 0 

A primeira d chamada equagao com uma incdgnita ; a segunda, 
equagao com duas incdgnitas ; a terceira, equagao com Ires in- 

cdgnitas. 

Consideremos a equagSo. 

3x — 2y + 8 = 3x — 5z — 2 y + 11 (1) 

Reduzindo esta equagao a forma A = O, teremos sucessiva- 

menfe : 3x _ 2 y + 8 - 3x -f 5z + 2y - 11 - 0 . 

5z - 3 = 0 

E assim verificamos que a equagao (1) sendo, aparentemente, 
uma equagao com tr6s incdgnitas, d, na realidade, uma equagao 

com uma incdgnita. . 

Eis por que, para classificar uma equagao, d convemente 
dar-lhe a forma geral A = O, com a redugao dos tdrmos semelhan- 
tes, no l.° membro. 

Observac&o Habitualmente representam-se as incdgnitas de uma equagao 
pelas Ultimas letras do alfabeto, x, y, z, t .. -j on por estas letras acentua- 
finn x x 1 x" v V",... ou afetadas de indices, Xi, Xi, Xi, ■■■, etc.. Mas, 
as excegdes s&o numerosas ; em eertos casos, as inc6gnitaa podem ser repre- 
sentadas pelas letras a, b, e, ... m, n, etc.. 

Uma equagao pode ser classijicada pela natureza daa ope- 
ragSes a que est2o submetidas aa incdgnitas. Esta d a 
classificagSo mais importante. 

Voltemos & equag&o A = 0 e suponhamos, para maior simp l- 
cidade, que esta equagSo contdm sdmente uma incdgnita, x. 

Se, na equagao A = O, a incdgnita x estiver submetida 
dnicamente As operagdes elementares, adigao, suUragdo , multi- 
plicagdo, divisdo, potenciagao (com expoente inteiro ou fracionario) 
e radiciagtio (com Indice inteiro ou fracion&rio) diremos que a equa- 
gao A =0 6 uma equagao algdbrica prdpriamente dita ou, abre- 
viadamente, equagSo algdbrica. 
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Por exemplo, as equagoes 
x 3 +2x -2 = 0 
Vx - x + 1 = 0 


x 2 4- x - 1 = 0 V x 3 + x -1 

x~ 2 +2x - 4 = 0 -i- +2x-4 

„ . 1 X 


+ 2x-4 = 


0 (§40) 

0 (§39) 


2 + - 3x 

x — 1 


sao equagdes algdbricas. 

Se, na equagao A = O, a incdgnita x estiver submetida a 
opeiagoes transcendentes (*) diremos que a equagao A = O d 

uma equagao transcendente. 

As equagoes algdbricas podem ser racionais ou irracionais. 
Sao racionais, quando a incdgnita x esta submetida sdmente 
a operagdes racionais, isto e, adigao, subtragao, multiplicagao , di- 
visao e potenciagao (com expoente inteiro). 

Sap irracionais, quando a incdgnita x esta submetida a uma 
radiciagao ou, o que e a mesma coisa, a uma potenciagao com 
expoente Jraciondrio. 

As equagdes x 2 + 3x - 1 =0 

x 3 — b 2 = 0 

1 -x 

x 2 V 2 +x-l = 0 
x _2 + x - 1 =0 

sao racionais. 

No 3.® exemplo, V 2 d urn valor numdrico que nao influe na 
classificagao da equagao ; nao e a incdgnita que estd sujeita k 
extragao da raiz quadrada. Observemos tambdm, em relagao ao 

4.® exemplo, que z~ 2 = —■ (§39) 

cc 

( ) Nao 6 possivel exemplificar, neste pardgrafo, as equacBes tran- 
scendentes. Os primeiros exemplos destas equagoes, isto 6, equagoes trigonomi- 
tneas e equagdes exponential* serao apresentados depois da 4.“ s6rie ginasial. 
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Consideremos a equagSo V^ 6 + 3a: - 1 = 0 

3 ___ 

Parece ser irracional, mas nao 6, porque V x 6 - f • (§34) 
Verificamos assim, mais uma vez que, para bem classificar uma 
equagao, £ inclispensavel efetuar todas as simplificagoes possfveis. 

As equagSes 1 -x -j- x -1 — 0 

A 3 . 

x 3 + 2x - 3 = 0 . ' . -Vx + 2a:-3 = 0 

sao irracionais. 

Por saa vez, as equagoes racionais se dividem. em duas cate- 
eorias: equagoes inteiras e equagoes fracion&rias. 

Uma equagao racional k inteira, quando a incognita nao Jigiira 
como denominador. W jraciondria, quando jigura coma denommador. 

As equagoes x 2 + x + 1 = 0 

x 2 1 + 1 =0 .• . x 2 -2(l-x) 2 +l =0 

(1-x) 2 

sao inteiras. 

As equagOes x + J -3 = 0 

(x-l) -2 + 3 = 0 + 3 = 0 

sao fracionarias. 

Finalmente, as equagoes inteiras (e, portanto, racionais ) podem 
ser de graus dijerentes. 0 grau de uma equagao inteira 6 determi- 

nado pelo expoente mais alto da incognita (ou das incognitas;. 

Assim, as equagoes . , „ „ . ■ 

2p - 3 = 0 | x 4 - 2x- + 1 = 0 

x 2 - 2# + 4 = 0 J x 5 - 1 = 0 

sao, respectivamente, do l._°, do 2.°, do 4.® e do 5 ° grau em *, 

Consideremos a equagao 

x 2 = x(x - 1) + 3 (1) 

Reduzindo-a a forma A = 0, acharemos 

x — 3 = 0 

Portanto, a equagao (1) que parece ser do 2.® grau 6, aa 
reaiidade, do 1 • grau. 
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Em resumo, as equag5es alg^bricas se classificam de ac6rdo 
com o quadro seguinte : - 

do l.° grau 

inteiras - ^’° ^ ran 

r do 3.° grau 

, ,, • racionais do 4.® grau, etc., 

equagoes algdbncas j [ fracionarias 

irracionais 

^ Neste capftulo eetudamos sdmente a resolugao das equagOes 
algebricas, racionais e inteiras do l.° grau, com uma incdgnita. 

u ’ -®?*I ua S° e ® d® S rau superior ao primeiro. A difi- 
culdade da resolugao de uma equagSo aumenta com o grau da 
mesma equagao. Mais tarde estudaremos na quarta sdrie gina- 
sial, o metodo geral para resolver as equagoes do 2.° grau. Entre- 
tanto, a fatoragao algdbrica (§53) nos permite resolver com faci- 
lidade algumas equagoes de grau superior ao primeiro. 

I. Resolver a equagao x 2 - llx+24 = 0. 

Fatorando o primeiro membro desta equagdo, teremos : 

(x - 3)(x - 8) = 0 (A) 

O segundo membro da equagao A e zero ; o valor ou os 
valores de x devem ser tais que, substituldos no primeiro mem- 
br°, o anulem,, o reduzam a zero. Mas o primeiro membro, 

i * ® Um P roc ^ uto - E, para que um produto seja 

nulo, e bastante que um dos fatores seja nulo. 

Portanto, o primeiro membro da equagSo ficard reduzido 
a zero se tivermos : 

* -3 = 0 x = 3 

a: - 8 = 0 x = 8 

E assim verificamos que a equagdo A tern duas rafzes, 3 
e 8, e que distinguiremos uma da outra dizendo x' = 8 e x" = 3. 

II. Resolver a equagao x 2 +5x-14 = 0. 

Fatorando o primeiro membro (s+7)(x - 2) = 0 

Igualando a zero cada um dos fatores, 

£+7 = 0 .-. x=-7 n i x' — +2 

£ — 2 = 0 . x=+2 l +'= -7 
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III. Resolver a equagSo x 2 =9. Passando 9 para o primeiro 

membro e fatorando, teremos . 

32. 9 = o (x+3)(x-3) = 0 ••• 

x+3 = 0 *=-3 R. { 

x — 3 = 0 x=+3 ^ x “ 3 

Observac&o. E’ fdcil compreender que, sendo **-9, a raiz desta equagao 
pode ser +3 ou -3. 

IY. Resolver a equagSo x 2 - lOx-f 25 = 0. . 

Fatorando 0 primeiro membro, (x o){x oj • • 

x _ 5 = 0 x = 5 R. { *"Z%\ 

que 

veZ; como'no To T- 5. E dizemos, em Maternities, 

que a equagfio dada tem uma ran dupla. 

V. Resolver a equagSo x 2 -5x = 0. 

Fatorando o primeiro membro, x{x b) u . 

*-0 . • . * = 0 R. { * 

x - 5 = 0 . ‘ . x = 5 l x -0 

VI. Resolver a equagao x 3 +x 2 - 4x - 4 = 0. 

Fatorando o primeiro membro (por agrupamento;, 

(x 2 — 4)(x+l) = 0 


x+2 = 0 
x - 2 = 0 
x+l = 0 


x= — 2 

- x' = +2 

x=+2 

R. x" = - 1 

x= - 1 

l x"' = - 2 


Exereicios. Serie XLIV 
Resolver pela fatoragao as equals seguintes : 


1. x>+llx+24=0 | 6. 

2. x*-7x+10»0 1 7. 

3. x*+6x-7=0 1 8 - 

4 . x 5 — 3x — 28 = 0 1 9. 

3. x‘+13x+12 = 0 ! 10. 

16. x*-8x*+12x=0 

17. x ! -13x J +12* = 0 

18. x*+5x*-84x-0 


6. x*+5x+6>“0 

7. x ! — 8x+12=0 

8. x’— 7x+6=0 

9. x s +llx-12=0 
10. x*-9x-36=0 


11. x* — 8x — 20=0 

12. x*+3x+2=0 

13. x s — 17x+30=0 

14. x*-13x+30=0 

15. x*-16x+15=0 


19. x 5 -7x*+12s = 0 

20. 3x * — 24x +36 = 0 

21. 4x*+12x+8”0 


CapIttjlo VI 
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76. Proposigoes geometricas. Proposigao e a expressao de 
urn julzo por meio de palavras. ( Ldgica , de J. Balmes). Por exemplo: 

I. 0 homern e um ser mortal. 

II. Duas quantidades iguais a uma tercpira sao iguais en- 

tre si. 

III. Se quatro numeros jormam uma proporgao, 0 produto 
dos extremos e igual ao produto dos meios. (E.M.S.V. §61) 

IY. Se x = y e x' — y' resulla que x ~f x' — y + y', 
x - x' = y - y', x X x' = y X y', x : x' = y : y'. 

V. Um numero 6 divislvel por 9, quando a soma dos valo- 
res absolutos de sens algarismos 6 divislvel por 9. 

Entre as proposigoes estudadas em Matematica devemos lem- 
brar os axlomas e os teoremas. 

Axioma ou postulado 6 a proposigao aeeita sem demons- 
trag5o. 

A palavra postulado 4 derivada do vcrbo latino postulare, que 
significa pedir. O postulado 4 uma proposigao, cuja aceitagao 
se pede e nao se prova. 

Teorema e a proposigao que se demonstra. N<5s nao 
aceitamos as proposigoes III e V, sem a necessaria prova. 

No enunciado de um teorema ha a considerar duas partes: 
hipdtese e tese. A hipotese 4 a suposigao, 6 o ponto de partida; 
a tese e a conclusao a que se quer chegar, 6 aquilo que se pre- 
tende provar. Consideremos a proposigao III; 6 um teorema 
porque exige prova; n6s nao aceitamos esta verdade matema- 
tica sem uma prova. Neste teorema a hipotese 4 que n<5s temos 
quatro numeros formando proporgao, isto 4, a : b :: c : d. A 
tese, isto 4, aquilo que exigimos que nos provem, 4 que 0 pro- 
duto ad 6 igual ao produto be. 
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Teorema reeiproco de um teorema dado ou, simples* 
mente reciproca de um teorema dado, e o teorema que se 
obtem tomando a tese do teorema dado como hipotese e a 
hipdtese como tese. Assim, em relagao a proposigao III, a reci- 
proca d a seguinte: 

VI. Se o produto de dois numeros e igual ao produto de 
outros dois, hies quatro numeros jormam urna proporgao, colocando 
os jatores do primeiro produto nos extremos (ou nos meios) e os fa- 
tores do segundo produto nos meios (ou nos extrerpos). 

Nesta proposigao, a hipotese d que n6s temos dois produtos 
iguais ad e be. A tese d que estes quatro fatores formam a pro- 
porgao a : b :: c : d. .... 

Para distingui-lo da sua reciproca, o teorema pnmitivo, isto 
6, a proporsigao III no caso presente, sera chamado teorema di- 

veto* 

Teorema contr&rio de um teorema dado e o teorema 
que se obtem, uegando a hipdtese e, I6gicamente, a tese 
do teorema dado. Assim, em relagao a proposigao III, o teore- 
ma contrario d o seguinte: 

VII. Se quatro numeros nao jormam uma proporgao, o 
produto dos extremos nao e igual ao produto dos meios. 

Nesta proposigao, a hipdtese 6 que a razao a : b nao 6 igual 
h razao c:d. A tese 6 que o produto ad nao 6 igual ao produto be. 

Teorema contrario de um teorema reeiproco e o teo- 
rema que se obtem negando a hipotese e, l&gieamente, a 
tese do teorema reeiproco. Assim, em relagao a reciproca da 
proposigao III, isto d, em relagao a proposigao VI, o teorema 
contrario d o seguinte: 

VIII. Se o produto de dois numeros nao e igual ao produto 
de outros dois, teles quatro numeros nao jormam uma proporgao, 
colocando os jatores do primeiro produto nos extremos (ou nos meios) 
e os jatores do segundo produto nos meios (ou nos extremos). . 

Nesta proposigao, a hipdtese 6 que o produto ad n&o 6 igua 
ao produto be. A tese d que a razao a : b nao d igual a razao c . a. 

A proposigao III, sua reciproca VI, e os dois teoremas con- 
traries VII e VIII, podem ser resumidos no quadro seguinte : 
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teorema direto 


teorema reeiproco 


teorema contrario do direto VII 


teorema contrdrio do reeiproco VIII 


L T. { ad = be 
I” IT. | ad — be 
L T. { a: b:\c\d 

_ T. { ad be 
f II. | ad ^ be 


a c 

T^~d 


Do exame deste quadro resulta que o teorema contrario do 
reeiproco d 'o . reeiproco do teorema contrario do direto. 

Parece a primeira vista que, se uma proposigao d verdadeira, 
sua reciproca, tambdm o d. Nem sempre. Assim, considerando 
a proposigao I, a reciproca seria : Todos os seres mortais sdo 

homens, o que nao d verdade. Aprendemos em Aritmetica que, 
quando um numero divide as parcelas, tambem divide a soma. En- 
tretanto, a reciproca nem sempre d verdadeira. Por exemplo, o 
numero 3 divide a soma 12, mas nao divide as parcelas 5 e 7 
desta mesma soma. 

No decorrer destas ligoes encontraremos muitas reciprocas 
que nao sao verdadeiras. 

77. O me tod o dedutivo. O metodo dedutivo e o empre- 
gado na Matematica,, e, particularmente, na Geometria. O 
professor de Geometria nos diz: A soma dos angulos ( internos ) 
de um quadrildtero e igual a quatro angulos relos. (§111). Ora, 
esta verdade nao d bastante afirma-la; e preciso tambdm prova-la! 
Mas, para provar esta verdade, e indispensavel que o professor 
tenha provado aos seus alunos esta outra verdade: A soma dos 
tres angulos (internos) de um triangulo e igual a dois angulos retos. 
(§109). Mas, esta segunda verdade depende, por sua vez, de 

VC J' dadeS que de 7 era ° ter si do provadas anteriormente. 
(§103). E assim sucessivamente. 

. ^ emo s pois que as verdades da Geometria formam uma cadeia 
cujos elos sao aprendidos cada um por sua vez; estas verdades se 
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deduzem umas das outras pelo raciodnio; estabelecido que o teo- 
rema A 6 verdadeiro, prova-se o teorema B; sendo A e B verda- 
' deiros, prova-se o teorema C; e assim por diante. 

Mas, como comegar? Qual sera o ponto de partida para 
provar, para demonstrar todos os teoremas da Geometria J E 
muito simples; 6 necessario estabelecer urn eon junto de axiomas 
ou postulados para d&es deduzir ldgicamente todos os teoremas 
da Geometria; estes axiomas, eonvenientemente escolhidos, nos 
auxiliarao a construir o edificio ldgico que 6 a Geometria Dedu- 
tiva. 

Assim, o metodo dedutivo consiste em encadear, pelo ra- 
ciocinio, todas as verdades de modo que qualquer delas decoria 
das precedentes e imicamente destas. ^ _ 

O mdtodo dedutivo foi empregado nas ciencias matemati- 
cas desde a mais remota antiguidade ; estas ciencias podem ser 
consideradas como as ciencias dedutivas por excelencia e parti- 
cularmente a Geometria, cuja elaboragao como sistema dedutivo 
e devida aos gregos (do V ao III sficulo A.C.). A Geometria ra- 
cional que aprendemos hoje no curso secundano e, com ligeiras 
modificagSes e acr&scimos, a Geometria que Euclides, famoso ma- 
tematicS grego, escreveu em Alexandria, provavelmente no pe- 
rlodo 306-283 A. C., durante o reinado de Ptolomeu I. 

Do livro de Euclides, que se chamava Elementos, foram 
tiradas" umas 1500 edigoes, sendo a obra mais difundida depois 
da Biblia. (H. Wieleitner). Os espanhdis, por4m, opinam que 
o segundo lugar, relativamente ao numero de edigoes, cabe ao 
famoso D. Quichote, a obra imortal de Cervantes. 

78. Metodos de demonstragao. A demonstragao de um 
teorema e o trabalho intelectual necessdrio para provar Me mesmo 
teorema. Existem, em Matematica, milhares e milhares de teo- 
remas; entretanto, poucos sao os m6todos necessanos para de- 
monstra-los. Entre os mais empregados citaremos, por enquanto, 
os seguintes: 

a) Demonstragao direta. 

b) Demonstragao por absurdo. 
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O primeiro metodo consiste em tomar a hipdtese .e, com o 
auxllio de definigoes, axiomas e teoremas ja demonstrados, dela 
deduzir a tese ou conclusao a que se quer chegar. 

O segundo metodo consiste em negar a tese de todos os modos 
posslveis e verificar que, a cada negagao da tese corresponde um 
absurdo, isto 6, uma negagao da hipdtese. Ora, se cada negagao 
da tese nos conduz a um absurdo, forgoso d aceita-la. 

Para exemplificar o primeiro processo vamos tomar a pro- 
posigao III. (§76)(*) 

H. { a : b : : c : d T. { ad = be 

Por hip. os numeros a, b, c, d formam uma proporgao. Ora, 
lembrando a dejinigao de uma proporgao, podemos escrever : 


Multiplicando-se ambos os membros desta igualdade pelo mes- 
mo numero bd, os dois produtos constituem ainda uma igualdade, 
em virtude do principle da multiplicagao. (§66) Entao, da igual- 
dade (1) resulta : oM bcd 

b d ® 

Dividindo-se ambos os termos de uma fragao por um mesmo 
numero, o valor da fragao nao se altera, em virtude de um conhe- 
cido teorema de Aritmetica. 

Aplicando-se este teorema h igualdade (2) resulta : 

ad = be (3) 

Ora, a igualdade (3) 6 justamente a nossa tese. E esta de- 
monstragao nds a fizemos, tomando a hip. e aplicando-lhe suces- 
sivamente uma definigao, um axioma e um teorema. 

Para exemplificar o segundo processo, voltemos h mesma 
proposigao. r 

H. | a:b ::c:d T .{ ad = be 

De ac6rdo com a tese, o produto ad 6 igual ao produto be. 
Ora, s6 hd, um modo de negar a tese : 6 afirmar que 6stes dois 
produtos sao diferentes. Suponhamos que 

ad > be (1) 

(•) Evidentemente, n£o podemos, por ora, exemplificar com um teo- 
rema de Geometria. 


JT ~t - - 



Dividindo-se ambos os raembros desta desigualdade por um 
mesmo numero positivo bd, os dois quocientes formarao ainda uma 
desigualdade do mesmo sentido que a desigualdade (1) em virtude 
de um teorema de Algebra que aprenderemos oportunamente. Apli- 
cando-se este teorema it desigualdade (1) resulta : 

ad_ ^ bc_ (2) 

bd > bd 


De (2) aplicando-se um conhecido teorema de /l ritmetica, resulta : 


Cl c 

Portanto, a razao — 4 maior que a razao — . Mas isto 4 
Q a c - 

um absurdo porque, por hip. — = — . Ora, se a negagao da 

tese nos conduziu a um absurdo, e nao havendo outro meio de 
nega-la, 4 forgoso aceith-la. 


Observacao Partindo da desigualdade ad < be, facilmente se pro- 

, a ^ c 
vara que ~r < —r- 
b d 


Em Geometria, o m4todo mais empregado para demonstrar 
teoremas 4 o m4todo direto. E, para que o estudante consiga 
bons rCsultados com a adogao desse m4todo, deve obedecer aos 
preeeitos seguintes : 

a) Entender claramente aquilo que pretende demonstrar. 

b) Separar nitidamente a hipotese da tese. 

c) Examinar minuciosamenle a hipotese, rejletir baslante sdbre 

o seu conteudo e sdbre os jatos anteriores que ela pode evocar em t 
seu esplrito, para dela tirar o maior partido possivel. 

d) Partindo da hipotese, caminhar cautelosamente para alcan- 
gar a tese, com o auxilio de dejinigoes, axiomas e teoremas anterior- 
mente demonstrados. 

Este ultimo preceito 4 o mais dificil na aplicagao ; consegue-se 
com numerosos exercicios, e com o auxflio de algumas regras que 
serao conhecidas oportunamente. 

Exercicios em classe. Demonstrar diretamente e por absur- 
do, as proposigoes III, VI, VII e VIII do §80, 
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79.. O ponto, a reta e o piano. Sao os conceitos funda- 
mentals da Geometria, tambem chamados conceitos primitives 
ou nogoes primitivas. D41es ja nos ocupamos desenvolvida- 
mente em nosso E.M.P.V. §§ 1 a 18, e que os estudantes devem 
reler cuidadosamente. 

As nogQes de. ponto, reta e piano sao intuitivas, isto 4, delas 
temos um conhecimento direto e imediato, sem que seja preciso 
defini-las. 

A 4stes tr4s conceitos fundamentals da Geometria, devemos 
j untar tamb4m o solido geometrico, que nao 4 um conceito primi- 
tivo, visto que 4 necessario defini-lo. (E.M.P.V. §4) 

Dois pontos se distinguem um do outro pela sua posigHo, 
e nada mais. 

Ja vimos tamb4m que as principals propriedades da reta sao : 

a ) P° r dois pontos dados, A e B, podemos tragar sempre uma 
reta, e sdmente uma. 0 que equivale a dizer que: Dois pontos 
determinam uma reta, e sdmente uma. Desta propriedade resulta : 

Duas retas AB e A'B', tendo dois pontos comuns, coincidem 
em toda a sua extensao. 

b) Por um ponto dado podemos tragar uma injinidade de retas. 
Uma infinidade de retas significa tantas retas quantas quisermos. 
Portanto, um ponto de uma. reta nao 4 bastantc para determinar esta 
mesma reta. 

Axioms. Em uma reta existem uma injinidade de pontos. 

Duas retas se distinguem uma da outra pela sua posigao, 
e nada mais. 

A . propriedade caracteristica do piano, e que se aceita como 
um axioma (ou postulado) 4 a seguinte : 

Se um piano contem dois pontos de uma reta, contem a reta 

toda. 

Dois pianos se distinguem um do outro pela sua posigao, e 
nada mais. 

Axiomas relativos ao piano. Os principais sao os se- 
guintes: 

I. Em um piano podemos tragar uma injinidade de retas. 

II. Existem tantos pianos quantos quisermos. 

III. Trts pontos dados e nao situados em linha reta determi- 
nam um piano, e sdmente um. 
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Do axioma III resultam os seguintes corolarios : 

I. Uma reta AB, e urn ponto M situado jora da reta, determi- 
nant um piano , e sdmente um. 

Com efeito, tomemos dois pontos C e D na reta AB ; os 
pontos C, D e M, nao situados em linha reta, determinam um 
piano, e sdmente um. (axioma III) 

II. Duas retas que se cortam determinam um piano, e sdmente 

um. 

Observa?ao. As nogoes de semirreta e segmento tambdm 
j& sao conhecidas. (E.M.P.V.§ 14) 

80. Figuras geometricas. A jigura geometrica 6 um con- 
junto de elementos geometricos, isto 6, pontos, linhas, superjicies e 
solidos. 

A figura geometrica mais simples 6 o ponto. 

Duas figuras geometricas podem ser semelhantes, equivalentes 
ou iguais. 

Sao semelhantes quando tern a mesma jorma. Por exemplo, 
dois quadrados cujos lados medem respectivamente 4m e 7m, 
duas circxfnferencias cujos raios medem respectivamente 5m e 
8m, sao figuras semelhantes. 

Sao equivalentes quando tern a mesma extensao. Por exem- 
plo, um quadrado cujo lado mede 6m e um retangulo cujas dimen- 
soes respectivas sao 9m e 4m, sao figuras equivalentes ; um cubo 
cuja aresta mede 8m e um bloco retangular cujas dimensoes sao 
4m, 8m e 16m, sao tambem figuras equivalentes, 

Sao iguais quando t&m a mesma jorma e a mesma extensao. 

Figura geometrica plana ou, simplesmente, figura plana 
e a jigura cujos pontos estao todos situados em um mesmo piano. 

O triangulo 6 uma figura plana. (§79) 

Postulado da superposi$ao. Uma jigura geometrica pode 
deslocar-se no piano ou no espago, e de um modo qualquer, sem que 
a sua jorma e a sua extensao se alterem. 

Para provar a igualdade de duas figuras geomdtricas, colo- 
ca-se uma sdbre a outra. Se elas coincidirem em toda a sua exten- 
sao, diremos que sao iguais. 

Observacao. A coincidencia de duas figuras geometricas pode ser 
feita experimentalmente ou pelo raciocfnio. 
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Todos os pontos sao iguais ; todas as retas sao iguais ; todos 
os pianos sao iguais. 

81. Divisao da Geometria. A Geometria divide-se em 
duas partes: 

a) Geometria Plana 

b ) Geometria Solida ou Geometria no Espago 

A primeira estuda as figuras planas; a segunda estuda as 
figuras nao planas. 

Observa§ao. Certas figuras e, particularmente, certas li nh as 
como a mediatriz de um segmento retilfneo, a bissetriz de um 
dngulo, a circunferencia, etc., gozam de determinadas proprieda- 
des, pelo que se denominam lugares geometricos. Destas figu- 
ras trataremos oportunamente, isto 6, quando for posslvel exem- 
plificar. 
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A Re la 

82 Angulos. Angulo tajigura geomMrica : formal , por dm, 

e um Z ( ). As semirrewis - , a q v ^ r tice do angulo. 

Para^er da figura, ijjd* P»£. 

SI de enuncia, « - “ “ liSo d£r 

apenas a letra do vSrtice, isto 6, dizendo A u. 



r . , Fig. 2 

Fig- 1 


segundo mode de ler 

umato ^SLXouum^timero no interior do^sma Assim, 
dirernos Z a (alfa, primeira letra do ^Habeto grego) . 

{fig - 8 ; 1'i rJbdm uta g^de£ e, Lo tal, pode ser ava- 
liado ou medido. Mas a 

ficie plana compreendida en r , , limitar uma porgao de 

pfano aS T^^blm^nSo e con^iste ^u> comprixUto de sens lados, por- 

^Tc^vem lembrar que salvo ™ ear eonU,no, nos reteriremos 
sempre ao angulo convexo. (E.M, . • § 
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que estes sao semirretas, isto 6, tem origem, mas nao tem extremi- 
dade. O comprimento de cada um dos lados de um Z 6 ilimitado. 

Para termos a nogao exata da grandeza de um Z, imagine- 
mos uma semirreta fixa, OA, e uma semirreta movel, OB, colo- 
cada sobre a primeira, tendo ambas a mesma origem, o ponto O, 




e o mesmo sentido. Estando as duas semirretas nesta posigao 
(fig. 3) diremos que elas formam um 'angulo nulo. Agora fagamos 
a semirreta OB girar em tdrno do ponto O, no piano em que 
estao situadas, como se fosse um ponteiro de relbgio, e no sentido 
indicado pela seta ; o Z AOB, que era nulo (fig. 3) comega a 
crescer. (figs. 4, 5 e 6) Quando as duas semirretas ficam dirigidas 
em sentidos opostos, formando 

uma reta (fig. 7), dizemos em Geo- '""v. 

metria que elas estao formando / 'x 

um dngulo raso ou Angulo direito ( \ 

ou Angulo de meia volta. / ft 

Continuando a semirreta OB 
a executar o seu movimento de 
rotagao, o Z eontinua a crescer. F,g ' 7 

(figs.8, 9 e 10) Finalmente, a semirreta OB volta a coincidir com 
a semirreta OA. (fig. 11) E diremos, neste caso, que as semirretas 
OA e OB estao formando um angulo giro ou angulo de uma 
volta ou perigono. 

Os A podem ser convexos ou concavos. 

Angulo convexo e o dngulo menor que o dngulo de meia volta 
(figs. 4, 5 e 6) 

Angulo concavo e o dngulo maior que o dngulo de meia volta 
e menor que o dngulo de uma volta. (figs. 8, 9 e io) 


twp-,?'* — - r-*nw » •- :w •■• r 


|S5 ,_ - ^ *; - v&ftTr £* * ' i\'TS' * ‘ " ' ' Wp. 
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Fig. 8 




Fig. 10 


Fig. 11 


OI.acr.ugSo. Em Geomrtria, o manor do todo. A 6° A nolo Bfe-Si 
° m T/a°p4deZ: r q ^o^ a i f a,da^ ou desigualdade 

-‘ n S d a^ P mud”l 4 Z g AOB (fi« ; 4) d per exeurp.o, «■; 
a do Z AOB (fig. 6) e, por exemplo, 90 , etc.. 

83 Angulos adjacentes. Dois dngulos sao adjacentes quando 

u,n . — tirtice, urn led 0 comum, c estdo sUuadoe de urn laio 

e do outro do lado comum. Ambos tern o 

Consideremos os A AOB e BUU. +g- ^ 

Sdo B P nsl coiuns, OA e OC, sao chamados loios exter, ores. 
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Observacao. Pela definifao de A adjacentes, os A AOB e AOC ou 
BOC e AOC nao sao adjacentes. 

Na figura 12 temos tres A distintos : os A 1, 2 e 3. Em rela- 
gao a estes tres A podemos escrever : 


3 = 1+2 


1=3-2 



2 = 3— 1 
C 


B 


Fig. 15 


0 

Fig. 13 


B 


Dada uma reta AB (fig. 13) tracemos, por um ponto qualquer, 
0, desta reta, uma semirreta OC. A semirreta OC forma com a 
reta AB, dois A adjacentes que podem ser iguais ou desiguais. 

Uma semirreta OC (fig.13) e perpendicular a uma reta 
AB, quando forma com esta reta dois angulos adjacentes 
iguais. O ponto O 6 chamado pe da perpendicular. 

Os A AOC e BOC sao chamados dngulos retos ou simples- 
mente, retos. 

As semirretas OA e OB (fig. 13) formam um Z raso ou Z 
de meia volta. (§ 86) Os A AOC e BOC sendo iguais, conclul- 
mos de pronto que : 


O angulo reto e a metade de um angulo 
de meia volta ou angulo raso. 



Todos os A retos sao iguais. 
(E.M.P.V. § 21) 

Uma semirreta OC (fig. 14) e 
obliqua a uma reta AB, quando 
forma com esta reta dois angulos 
adjacentes desiguais. 0 ponto O 6 
chamado p6 da obliqua. 

Os A adjacentes AOC e BOC 
sao chamados angulos obliquos. Pelo 
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ponto O tracemos OMi-AB ; ja sabemos que os A 3 e 4 s&o iguais 
e sao chamados reios. 0 Z 1 menor que o Z 3, £ um Z agudo ; 
o Z 2 maior que o Z 4 A um Z obtuso. 

Angulo agudo 6 o dngulo obUquo menor que o Angulo veto. 

Angulo obtuso 6 o dngulo obllquo maior que o dngulo reto 

e menor que o dngulo de meia volta. , 

Para concluir 6ste paragrafo vamos demonstrar o segumte 

TEOREMA. Por um ponto dado em uma reta dada 
6 sempre possivel traqar uma semirreta perpendicular a 
reta dada , e sdmente uma. 

Sejam AB e 0, a reta e o ponto dados. C /D 

Pelo ponto 0 tracemos uma semirreta qual- / 

quer OC. Se esta semirreta formar com 
AB dors., A adjacentes iguais, ^ ela sera. j/ 

_L A reta AB, e o teorema estara demons- ^ Q B 

trado. Entretanto, se a semirreta OC Fig. i 5 

nao formar com AB, dois A adjacentes 

iguais, 6 evidente que, fazendo a semirreta OC girar em torno 
do ponto 0, como um ponteiro de reldgio, no piano da Jigura, e 
em sentido conveniente, os dois A adjacentes tomar-se-ao iguais, 
e teremos OC _L AB. 

Resta provar que, pelo ponto 0, nao podemos tragar outra 
semirreta -L AB. Suponhamos que OC e OD sao Js AB. 

Sendo OC J- AB, AOC = BOC. Logo, 4 evidente que 
AOD > BOD. Mas, neste caso, OD nao A J_ AB. 

Sendo OD _L AB, AOD = BOD. Logo, 4 evidente que 

AOC < BOC. Mas, neste caso, OC nao £ _L AB. 

Portanto, pelo ponto 0, da reta AB, nSo £ possivel tragar 
mais do que uma semirreta _L & reta AB. 

84. A medida dos Angulos. 0 Z 6 uma grandeza e jA 
sabemos em que consiste a grandeza de um Z. (§82) Para ava- 
liar um Z 6 necessario eomparA-lo com outro Z tornado como 
unidade. Ora, desde que todos os A retos sao iguais, a unidade 
de Z, a unidade angular, se impOe ; 4 o dngulo reto. Vamos 
medir, por exemplo, o Z MNP. (fig.16) Precisamos comparA-lo 
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com o Z reto ABC, que 4 a unidade de Z. Sendo o Z MNP 
menor do que a unidade, dividimos esta em um numero qual- 
quer de partes iguais, por exemplo, em 10. E seja o Z ABD 
ou Z a, um dAcimo da unidade. Se o Z a couber 7 vAzes no 
Z MNP, diremos que o Z MNP A igual a 0,7 do Z reto e escre- 

veremos : MNP = 0,7 de um reto. 

Em geral, o Z que se 

quer medir £ menor do que C V 

a unidade, isto 4, o Z reto. i/Z'sy 

Dal a necessidade de se di~ // 

vidir, quasi sempre, o Z S 

reto, em um certo ndmero ® -M 

de partes iguais. Na prAtica Fig 16 

£ costume dividir o Z reto 

em 90 partes iguais chamadas graus. Portanto, um Z de um grau 4 
um Z igual a 1/90 (um nonagAsimo) do Z reto. Se um Z A mede 37 
graus, 28 minutes e 36 segundos, escreveremos abreviadamente : 

A - 37°28'36" 

Existem 'outras unidades para medir A. (E.M.S.V. § 27) 

Observagao. E’ prov^vel que alguns estudantes observem a analogia 
exifitente entre as divisSes da O 0 as do Z reto. Oportunamente ser£ dada 
a explicaf&o neeess&ria. 

O Angulo nulo mede zero graus ou zero grades ; o Angulo 
raso ou angulo de meia volta mede 180 graus ou 200 grados ; o 
Angulo giro mede 300 graus ou 400 grados. (*) 

85. Soma de angulos. Na fig. 16 o Angulo ABC, formado 
pelos lad os nao comuns dos angulos adjacentes ABD e CBD, 
chama-se soma desses dois Angulos. 

Dados dois angulos a e CBD (fig. 16), para obter a soma, 
deslocaremos o Angulo a de modo que fique adjacente a CBD, 
como mostra a figura 16, e o Angulo ABC, formado pelos lados 
exteriores, sera a soma. 

A 

86. Angulos coiuplementares e suplementares. Dois dn- 
gulo s sao eomplementares, quando sua soma 6 igual a um dngulo reto. 

(*) Para a nogao de -soma e diferenga de angulos, ccv6m reler E. M. P. V. 
§ § 23 e 25. 
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Da definigao de A cornpls. resuita imediatamente que 4 
sdmente o Z agudo que tern eompiemento. Os A retos e obtu- 
sos nao t4m eompiemento. E desde que, eompiemento de urn 
Z 6 o que Ihe falta para ser urn Z reto, resuita tamb4m que 
um Z nao pode ter dois complementos diferentes. Por exemplo, 
dado um Z de 65°, o seu eompiemento 4 um Z de 25°. _0 com- 
plomento de um Z 6 uma grandeza perf eitamente definida. 

Ja aprendemos a construir ou calcular o eompiemento de 

um Z. (E.M.P.V. §25) , . 7 , . 

Dois dngulos sao suplernentares quando sua soma e igual a aois 

retos , ou um Angulo de meia volta. 

Desta definigao resuita que um Z qualquer, agudo, reto ou 
obtuso, tem suplemento. O suplemento de um A reto 4, evidente- 
mente, um Z reto ; o de um Z agudo 4 um Z obtuso, e o de um Z 
obtuso 4 um Z agudo. E desde que, suplemento de um Z (5 o 
que lhe falta para dois A retos, resuita tamb4m que um Z nao 
pode ter dois suplementos diferentes. Por exemplo, dado um Z 
de 125°, o seu suplemento 4 um Z de 55°. O suplemento de um Z 
4 uma grandeza perfeitamente definida. 

Seja o Z AOB. (fig. 17) De duas maneiras diferentes pode- 
mos determinar o suplemento ddste Z: construindo-o ou calcu- 
lando-o. A construgao do suplemento do Z AOB depende, po- 

rdm, do seguinte a _ 

TEOREMA. Quando dois dngulos adjacentes tem seus 

lados exteriores em linha reta , estes dois dngulos sao 
suplernentares. a a 

„ f As semirretas OA e OC rp | ^OB + BOC = 2 retos. 
l formam uma reta. 



Com efeito, as semirretas OA e 
OC estao formando um Z de meia 
volta (§ 82) ; ora, um Z de meia volta 
vale dois retos. (§83) E, sendo a 
soma dos A AOB e BOC igual ao Z 
de meia volta AOC (fig. 17) segue-se 
que a soma destes dois A 4 igual a 
dois retos. 

Deste teorema resuita que, dado 
um Z qualquer AOB, para ccns- 
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truir o seu suplemento 4 bastante prolongar o lado OA, al4m 
do v4rtice do mesmo Z. 0 suplemento do Z AOB sera o Z BOC. 
Podemos tamb&n prolongar o lado OB al4m do v4rtice do mesmo 
Z ; o Z AOD sera tambdm o suplemento do Z AOB. 

Para calcular o suplemento de um Z, 4 bastante subtrair 
o seu valor numerico, a sua amplitude, de 180 graus ou 200 grados. 

Observa 5 ao. Para exercieios, vide E.M.T.A. do mesmo autor, sdrie 
XLIlI. 

RECfPROCA. &e dois dngulos adjacentes sao suple- 
mentares, seus lados exteriores estao em linha reta. 

H. { AOC + COB — 2 retos. T. / As semirr etas OA e OB 

1 estao em linha reta. 

Tratando-se de uma recfproca, vamos demonstrd-la por 
absurdo. Para isto 4 necessario negar a tese. Ora, s6 ha uma 
maneira de nega-Ia; 6 afirmar que as semirretas OA e OB 
(fig. 18) nao estao em linha reta, isto 4, r 

afirmar que OA nao 4 o prolongamento / 

de OB. Entao prolonguemos OB, e seja / 

OA' este prolongamento. De aedrdo b n / fl 

com o teorema direto, o suplemento do ~ ~ ~ Z — ^ _ 

Z COB 4 o Z COA'. Mas, por hipotese, ''--A 

o suplemento do Z COB 4 o Z COA. Fig - 18 

Entretanto, os A COA' e COA nao sao iguais. (E.M.P.V. §21) 
Chegamos assim a um absurdo : um Z que tem dois suplementos 
diferentes Ora, se a negagao da tese nos eonduziu a um absurdo, 
e se nao ha outra maneira de nega-la, forgoso 4 aceitd-la e admi- 
tir que o prolongamento de BO, isto e,OA',se eonfunde com OA. 

PRIMEIRO COROLARiO. (*) A soma de todos os dngulos 
adjacentes e consecutivos, qU e se podem formar do mes- 
E ypi rno lado de uma reta, e tendo 

\ / por vertice comum um mes- 

F \ \ c / 'C mo P onto desta reta , 4 igual 
'^\ d \ / -? a dois retos. 

B_ a A Seja AB a reta dada e 0 um 

— — — — — — ponto qualquer desta reta. (fig. 19) 

Fi g- is Peio ponto 0 tracemos as semir- 

( ) Corol&rio 6 um teorema que aparece como conseqiifincia imediata de 
um outro teorema jd. demongtrado. 
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retas OC, OD, OE e OF. A soma dos A a, 6, c, d, e, 4, com 
evidencia, igual a dois retos. 

SEGUNDO COROLARIO. A soma de todos os angutos 
adjacentes e consecutivos que se podem formar em redor 
de um mesmo ponto e igual a quatro retos , 

Sejam AOB, BOG, COD, DOE e* 
c B EOA os A construfdos em redor do 

\ ponto O. (fig. 20) Prolonguemos uma das 

X. semirretas, por exemplo, OA, e seja OM 

o seu prolongamento, Ora, de acordo 

M /\ ' com a figura e com o primeiro corola- 

/ \ rio, teremos : 


Fig. 20 


AOB + BOG + COM = 2 retos 
MOD + DOE -f EOA = 2 retos 


Somando estas duas igualdades e observando que COM + 
+MOD = COD, teremos: 

• a6b+b6c+c6d+d6e+e6a = 4 retos C. Q. D. 

TERCEIRO COROLARIO.' Quando uma reta £ perpendi- 
cular a uma outra, esta outra £ por sua ves perpendicular 
a primeira. 

H. { BC A AB T. { AB A BC 

Para provar que AB ABC, temos de provar que . C 
AB, ao encontrar BC, forma com BC dois A 
adjacentes iguais. (§83) Entretanto AB, ao en- 
contrar BC, forma apenas um Z, o Z ABC. Pro- 
longuemos entao BC e seja BD 6stc prolongs- ; A- 

men to. Agora AB, ao encontrar BC ou CD, forma ; 
com CD dois A adjacentes, os A ABC e ABD. ; D 
Se provarmos que 6stes dois A sao iguais, teremos Fig. 21 
provado que AB A BC. Ora, 6stes dois A sao su- 
pis Mas o Z ABC 6 reto, porque BC A AB. Logo, o Z ABD, 
suplemento do Z ABC, tambdm 6 reto. Se os dois A sao retos 
sao iguais e, nestas eonciigOes, a reta AB 4, por defimgao, A a 
reta BC. 
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Deste corolario resulta que os lados de um Angulo relo stio 
perpcndiculares entre si. 

87. Bissetriz de um angulo A o. p. v. Bissetriz de 
urn Z £ a semirreta que, tendo por origern 0 vertiee ddste mesmo Z, 
0 divide em duas partes iguais. Considerando o Z AOD (fig. 19), 
se a semirreta OC dividir este~Z em duas partes iguais, esta semir- 
reta sera a bissetriz do Z AOD. 

Um Z qualquer tem evidentemente uma bissetriz e so- 
mente uma. Alias, esta verdade pode ser demonstrada, seguindo 
marcha identica que seguimos na demonstragao do teorema do 
paragrafo 83. 

Observasao. Veremos oportunamente (§100) quo a bissetriz de um 
Z 6 um lugar geomdtrico. 

Dois A opostos pelo vtrtice sao dois A. tais, que os lados de um 
sao os prolongamentos dos lados do outro, alem do vdrtice. Dizer, 
portanto, que os A AOC e BOD (fig. 22) sao o. p. v., 4 afirmar 
implicitamente que AOB e COD sao duas retas que se cortam 
no ponto O. E quando duas retas se cortam (fig. 22) el as for- 
mam quatro A que sao o. p. v., dois a dois. 


TEOREMA. Dois Angulos opostos 
pelo vertiee sao iguais. 

it / AOB 4 nma reta. r . * 

’ 1COD 4 uma reta. fAOC = BOD 



Sendo AOB uma reta, a semirreta F!g - 22 

OD forma com ela dois A adjacentes 

supls. Portanto, o Z AOD 4 suplemento do Z BOD. Sendo 
COD uma reta, a semirreta OA forma com ela dois A adjacen- 
tes supls. Portanto, o Z AOD 4 tambem suplemento do 
Z AOC. Ora, se os A BOD e AOC t4m 0 mesmo suplemento, isto 
4, 0 Z AOD, conclue-se que eles sao iguais. De um modo analogo 
provarfamos que os A AOD e BOC, o. p. v., sao tamb4m iguais. 


A recfproca, isto 4, dois A iguais sao o. p. v., nao 4, evidente- 
mente, verdadeira. 


PRIMEIRO COROLARIO. Se dois Angulos AOC e BOD 
(fig. 22) na posiQao de 0 . p. v. sao iguais, assim canto os 


khZZ ■ * 
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angulos AOD e COB, os pontos A, O, B, estao em link® 
reta, assim como os pontos C, O, D. 


rr { AOC = BOD 

M. . / A A 

l AOD - BOG 


T ( AOB 4 uma reta. 
\ COD 4 uma reta. 


Com efeito, 

AOC +COB -f- BOD -f DOA = 4 retos (§89, 2.° corolario) 


Mas, 


Logo, 


AOC + BOD = 2 X AOC (hip.) 
COB + DOA = 2 X COB (hip.) 
2XAOC+2XCOB = 4 retos 
AOC+COB = 2 retos 


Ora se os A adjacentes AOC e COB sao supls., seus lados 
exteriores, isto 4, AO e OB estao em Unha reta. (§86, recfproca) 
Portanto, AOB e uma reta. De modo analogo se provard que 

COD 4 tamb6m uma reta. . „ , , 

tp SEGUNDO COROLARIO. Se dots 

^ angulos , na posigao de o.^p. v. 

A - ^ I sao iguais , e dois lados estao em 

M ll Unha reta, os outros dois tambStn 

@ s tao em Unha reta. (fig. 23) 


c i "‘"B w r AOC = BOD 

j q 11 * \ AOB 4 uma reta. 

Fig- 23 t. { COD 4 uma reta. 

Sendo AOB uma reta (hip.) os A adjacentos AOD e BOD 
sao supls.; logo, 

AOD 4- BOD = 2 retos (!) 

Mas, AOC = BOD (hip.). Substituindo em (1)... 

AOD + AOC = 2 retos 

Mas, dates dois A, aldm do serem supls. sao adjacentes ; 
logo, seus lados exteriores, OC e OD estao em lmha reta. (§86. 

reciproca) 
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TERCEIRO COROLARIO. As bissetrlses de dois dngu- 
los opostos pelo vertice estao em Unha reta. (fig. 23) 

AOB 4 uma reta. 

COD 4 uma reta. < 

H - ' OM 4 bissetriz de AOC. T * \ MON 4 uma reta. 

ON 4 bissetriz de BOD, 

Sendo AOB e COD duas retas que se cortam no ponto O, 
os A AOC e BOD, o. p. v., sao iguais. Portanto, 

i Mas, a metade do Z AOC 4 o ZAOM, 
AOC = BOD . ' . * e a metade do Z BOD 4 o A BON. (hip.) 

a A 1 Logo : A A 

AOC BOD ‘ AOM = BON 


BOD . 


BOD 


^ j Ora, dstes dois A estao na posigao 
i de o. p. v.; sao iguais, e dois de seus la- 
dos, OA e OB, estao em linha reta. Portanto, de acdrdo com 
o segundo coroldrio, os outros dois lados, OM e ON, tambdm 
estao em linha reta, isto 4, MON 4 uma reta, como querfamos 
demonstrar. 

QUARTO COROLARIO. Se duas retas AB e CD (fig. 23) 
se cortam fonnando assim quatro angulos o. p. v. dois 
a dois , as quatro bissetrizes formarn duas retas perpen- 
diculares entre si. 

Sejam OP e OQ as bissetrizes dos A AOD e BOC. Jd 
demonstrdmos que as bissetrizes OM e ON formarn uma unica 
reta MON. De modo andlogo demonstraremos que as bisse- 
trizes OP e OQ formarn tambdm uma unica reta POQ. Que- 
remos agora demonstrar que PQ _L MN. E’ bastante demons- 
trar que o A MOP 4 reto. Ora, a semirreta OA forma com a 
reta CD dois A adjacentes supls. ; portanto, 


AOC + AOD 


AOC 


AOD 

2 


2 retos 


1 reto 


Mas a metade do Z AOC 6 o Z MOA, e a metade do Z 
AOD 4 o A AOP. Logo, 


1 
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MOA + AOP - 1 reto 


MOP = 1 reto 


Se o Z MOP 6 reto, OP J_ MO ou PQ 1 MN, eomo que- 
rfamos demonstrar. 

ObservasSo. Para exercfeios, vide E.M.T.A. do mesmo autor, B^rie 

XLIII. 

88. Rotagoes de semipianos. A figura PQRS (fig. 24) 
representa urn piano. A reta MN, tragada neste piano, divide-o 
em duaa porgSes distintas, em dois semipianos, aos quais pode- 
mos chamar de semipiano direito e semipiano esquerdo. 

Consideremos duas semirretas quais- 
s M P v quer AB e AC, tragadas no piano PQRS, 

Ta a primeira situada no semipiano direito, 

4\ e a segunda no esquerdo. Fagamos o se- 

/\ \ miplaiio .direito girar em torno de MN 

J \ \ (que fica imovel, como um eixo fixo de 

\J 'b rotagao), at6 coincidir com o semipiano 

p- — ~ n ” q esquerdo. E agora pergunta-se : A se- 

Fig. 24 mirreta AB coincidird, em diregao . com 

a semirreta AC ? 

As semirretas AB e AC forinam com a semirreta AN, os dois 
A adjacentes BAN e CAN. Durante o movimento de rotagao 
do semipiano direito, em torno de MN, o lado AN, comum aos 
dois A adjacentes CAN e BAN, nao muda de posigao, porque 
estd situado no eixo de rotagao MN. Isto p6sto, vamos respon- 
der A pergunta acima formulada. 

Se o Z BAN jor igual ao Z CAN, quando o semipiano di- 
reito coincidir com o esquerdo, a semirreta AB coincidird, em 
diregao, com a semirreta AC. 

Se o Z BAN Jor maior ou menor que o Z CAN, quando o 
semipiano direito coincidir com o esquerdo, a semirreta AB nao 
coincidird, em diregao, com a semirreta A C e tomard a posigao 
AB' ou AB". (*) 

Portanto, para que AB coincida com AC, 6 necessdrio que 
os A form ados com o eixo de rGtagao, sejam iguais. 

(*) Sena conveniente que estaa expilcagoes fossem dadas da um modo 
concrete, com uma £6!ha do papel naais ou inenos transparento. 
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Suponhamos agora que AB e AC sao dois segmentos iguais, 
e fagamos o semipiano direito girar em torno de MN, atd 
coincidir com o esquerdo. O segmento AB coincidird, em di- 
regdo, com o segmento AC? Sim, responders, um aluno dis- 
tialdo, porque os dois segmentos sao iguais, pov hipdtese. Nem 
sempre, respondera um aluno atento ; desta vez a igualdade dos 
dois segmentos AB e AC nao d condicao suficiente para que 
61es eoincidain ; a primeira eondigao para que se verifique a co- 
inciddncia dos dois segmentos, 4 que files formem A iguais com 
o eixo MN. Uma vex preenehida esta eondigao, entfio, se os 
dois segmentos forem iguais, o ponto B coincidird com o ponto 
C, e os dois segmentos coincidirao. 

Portanto, para que os dois segmentos iguais AB e AC coin- 
cidam, fi necessdrio, em primeiro lugar, que dies formem A iguais 
com o eixo de rotagao. 

No piano PQRS (fig. 25) tracemos uma reta qualquer MN, 
e uma reta AB J. MN no ponto 0. A reta MN divide o olano 
PQRS em dois semipianos. Se- 
jam C e D dois pontos quaisquer * S r— — R 

gituados na _L AB. Vejamos quais ^ 1 

as condigOes necessdrias para que, A c 

fazendo girar o semipiano direito A j inTlF o 1 — B 

em torno de MN, atd coincidir com 

o esquerdo, o ponto C coincida p — — - — JL - .. I H 

com o ponto D. A primeira con - Q 

digao 6 que os A MOB e MOA Fig. 25 

sejam iguais. Ora, esta eondigao 

estd preenehida, porque, sendo MO ± AB, os dois A sSo iguais. 
A segunda eondigao & que o segmento OC seja igual ao segmento 
OD. Setivermos OC <OD,o ponto C tomard a posigao D' ; se 
tivermos OC > OD, o ponto C tomard a posigao D". 

89. Perpendiculares e obliquas. Teqeema fundamental 
tor um ponto tornado fora de uma reta . podemos tragar 
sempre uma perpendicular a esta reta , e somente uma , 

oej a AB a reta dada e C o ponto dado. '(fig. 26) AretaAB 
.uposta homontal, divide o piano em quo ela » *cha, em dote 
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Fig. 26 


semipianos: o superior e o inferior. Fagamos 
o semipiano superior girarem torno de AB, 
coincidir com o semipiano inferior. Entao, o 
ponto C tomara a posigao C'. Em seguida, 
fagamos o semipiano superior voltar h sua 
posigao primitiva, e tracemos o segmento CC . 
Formaremos assim os dois A adjacentes ADC 
e ADC'. Vamos demonstrar que 6stes dois 
A sao iguais. 

Fagamos o semipiano superior girar no- 
vum ente em torno de AB, at4 coincidir com 


o inferior. O lado AD, comum aos dois A adjacentes ADO e 
ADC', nao muda de posigao ; o ponto C coincide com o pmto O, 
entSo o lado DC do Z ADC coincide com o lado DC do Z ADC . 


Logo, o Z ADC coincide com o Z ADC' e Gates dois A sao, por 
c°nsequ6ncia iguais^ ^ a ^ c( ,, doi8 A adj 

tes ieuais AB _L CC' (§83), ou CC' JL AB. EstA, portanto, 
demonstrada a primeira parte de nossa tese._ Passe ™ ^ seg ™" 
da parte, que vamos demonstrar pela redugao ao absurdo. bu- 
ponhamo’sque seja possfvel tragar, pelo ponto C, uma segun- 
da reta CE tambGm JL AB. Entao o Z AEC sera reto. Li- 


gando o ponto E ao ponto C' formaremos urn segundo Z 
AEC', igual ao Z AEC, como 6 fdcil de provar, fazendo o se- 
mipiano superior girar em torno de AB, etc.. Ora, se ° / % - 
a reto o Z AEC' 6 tambGm um Z reto. Logo, tstes dois A sao 
supls .’ Mas, Mes dois A sao adjacentes ; neste caso, seus la^ 
exteriores estdo em linha reta (§86 recfproca) ; CEC 6 um 
reta. E teremos assim duas retas distmtas, CDC e CEO , pas 
sando por dois pontos dados, C eC .oque 6 unpossfvel, 6 abs 
do. Nestas condigdes, CE nao pode ser a A±>. 


PRIMEIRO TEOREMA. Se, por um ponto tornado fora 
de uma reta, tragarmos uma perpendicular e uma obU- 
qua a esta mesma reta, a perpendicular serh menor do 
que a obliqua. (fig. 26) 

r CD 1 AB 
i CE obliqua AB 


T { CD < CE 
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Prolonga-se o segmento CD ate que o prolongamento DC' 
seja igual a CD. Liga-se o ponto E ao ponto C'. Em seguida, 
faz-se o semipiano superior girar em torno de AB at6 coincidir 
com o inferior. 0 Z ADC sendo reto, por hipdtese, seu suple- 
mento, o Z ADC' tambdm e reto. Logo, os A ADC e ADC' 
sao iguais. Nestas condigdes, o segmento DC coincide, em dire- 
gao,jx>m o segmento. DC'. (§88) E sendo DC = DC' por cons- 
trugao, o ponto C coincide com o ponto C'. Se o ponto E per- 
manece imdvel, no eixo de rotagao, e se o ponto C coincide com 
o ponto C', conelue-se que o segmento EC e tambdm igual ao 
segmento EC'. 

Ora, o caminho mais curto entre dois pontos, 4 o segmento 
retilfneo que os une ; portanto, 

CD -f DC' < CE -f- EC' 

Mas, CD = DC' e CE = EC' 

2CD < 2CE . • . CD < CE 

Observagao. Podemos tragar uma infinidade de segmentos, ligando c 
ponto w a qualquer ponto da reta AB. Desta infinidade de segmentos, o mais 
curto, o menor, 6 o segmento _L A reta AB. A Lste segmento dd-se o nome 
de menor dtsldncia do ponto C d reta AB, ou simplesmente dist&ncia do ponto 
C a reta AB. Desde que, por um ponto, tornado fora de uma reta, b6 6 possf- 
vel tragar um segmento J_ a esta reta, e sendo este segmento menor do que 
qualquer outro segmento que ligue o mesmo ponto & mesma reta, segue-se 
que a distancia de um ponto a uma reta 6 uma grandeza perfeitamente deter- 
minada. Entre um ponto e uma reta nao h,d duas distdncias dijerentes. 

SEGUNDO TEOREMA. Se, por um C 

ponto tornado fora de uma re - /\ 

ta, tragarmos uma perpendicular / \ 

e duas obliquas, cujos pes se afas- / \ 

tern igual mente do pe da perpen- B {_ \ a 

dicular, as duas ohltquas serao F D E 

iguais „ (fig. 27) Fi s- 27 


CD _i_ AB 
CE obliqua AB 
CF oblfqua AB 
DE - DF 


Sendo CD ± AB, os A CDA e 
CDB s2o iguais. A reta CD divide 
o piano onde est£ a figura, em dois 
semipianos. Fagamos o semiplano di- 
reito girar em torno de CD, at<* coin- 
cidir com o semiplano esquerdo. Sen- 
do CDA = CDB (hip.), a semirreta DA 
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coincide, em diregSo, com a semirreta DB, e sendo DE — IDF (hip.), 
o ponto E coincide com o ponto F. be o ponto L nSo muda 
de posigfio, eseo ponto E coincide com o ponto F, ° segmento 
CE coincide com. o segmento CF. Logo, CE — CE. 

TERCEIRO TEOREMA, Se, per um. ponto tornado fora 
de unui reta, tragarmos uma perpendicular e duas oblb 
aims, cujos pis se af as tern desigualmente do pe da per- 
pendieular, as duas obltquas serao desiguais, e a obliqua 
maior ser& aquela cujo pe se afastar mats do P e da per* 
pendieular . (fig- 2 s *) 


C 



Fig. 28 


r CD _L AB 
i CE obliqua AB 
CF obliqua AB 
l DF > DE 

T, { CF > CE 


Pelo ponto E tragamos o segmento ME X AB. Estando o 
ponto E situado entre os pontos D e F, devido i 
CDF > DE), a J. ME encontra necessariamente a obliqua CE 
no ponto M. Ora, o caminho mais curto entre dois pontos, * o 
seemento retilineo que os une ; portanto, 

CE < CM + ME. 

Sendo ME < MF, (primeiro teorema), com mais razao 
CE < CM + MF 
Por&n, CM + MF = CF (figura). 

Logo, CE <CF CF> CE 

Observacao Se, em lugar da obliqua CE, fosse dada a obliqua C A, 
ge ria necessdrio, antes de iniciar esta demonstra C ao, substituir a obliqua C 
pela obliqua igual CE. 

, 0 l sr£ disr. e l x ® a o sssto 

Ste «»>■» s? rsns 

S-i' de urn C 
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Exercitio. Tragar uma reta AB e determiner um ponto C situado a 
5cm de AB ; determmar, em AB, dois pontos situadoa a 7cm do ponto C ; 
trfis pontos sstuadoa a 10cm do ponto C ; dois pontos situados a 4cm do 

ponto U. 

RECIPROCA DO PRIMEIRO TEOREMA. Se o segmento 
CD represents a distancia do ponto C d ' reta AB , CD S 
perpendicular ti AB, (fig. 28) 

TT / CD 4 a dist&ncia do ponto . 

l Ch reta AB. T. | CD A AB 

^ a tese > suponhamos que CD nao 4 A AB, e que 

CE J. AB. Neste caso, teremos CE < CD, e CE sera a dist&n- 
<na do ponto C a reta AB (teorema direto). Mas, CD 4 tambdm 
a distancia do ponto C h reta AB (hip.), Entretanto, CE < CD. 
Chegamos assim a um absurdo : entre o ponto C e a reta AB 
ha duas distaneias diferentes ! Logo, desde que CD nao pode ser " 
obliqua a AB, tem de ser JL 

RECfPROCA DO SEGUNDO TEOREMA. Se, por urn pon- 
to tornado fora de. uma reta,. tragarnios uma perpendi- 
cular CD e duas obltquas iguais CE e CF, os pes den las 
obhquas distarao igualmente do pe da perpendicular , (fig. 27) 


^ 9S "L AB . „ ! Suponhamos DE > DF. Resulta 
H, < °Lliqua AB i CE > CE 1 (terceiro teorema), conclu- 

CE obliqua AB j sao absurda, porque 4 contraria h hi- 

CE = CF j p6tese. 

T. | DE — DF j Suponhamos DE < DF. Entao, 

, , ! CE < CF (terceiro teorema), o que 4 

absurdo, por ser uma conclusao contraria h hipotese 

. Na0 sendo possivel DE > DF ou DE < DF, 4 necessario 
aceitar a tese, isto 4, DE = DF. 

Em particular, CE e CF, estando situadas do mesmo 
lado da J. CD, e sendo iguais, sens pes, isto e, os pontos 
E e F, coineidem. (fig. 27) 

RECIPROCA DO TERCEIRO TEOREMA. Se, por um pon- 
to tornado fora de uma reta , tragarmos uma perpendi- 
cular CD e duas obltquas desiguais CE e CF, sens pes dis - 


T. | DE — DF 
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CD J AB i Suponhamos DF — DE, Resulta 

CE obliqua AB j CF - CE (segundo teorema) conclu- 

H. qy obliqua AB \ sao absurda, porque 6 contrana a m- 

„ of > CE i p6tese. _ 

J Suponhamos DF < DE. Entao, 
T. { DF > DE i CF < CE (terceiro teorema), o que 6 

absurdo, por ser uma conclusao contraria & tnp6tese. _ 

Nao sendo posslvel DF = DE ou DF < DE, 6 necessAno 
aceitar a tese, isto 6, DF > DE. 

90. A mediatriz. Mediatriz de um segmento retiHneo dado 
AB 6 a perpendicular ao segmento dado, e que divide tste mesmo 

segmento ern duas partes iguais. 

Seja AB (fig. 29) o segmento dado ; 
M tragando MN -L AB e passando pern meio 

E de AB, a reta MN sera a mediatriz do segmento 
AB. E’ util observar que a mediatriz de um 
\ segmento 6 uma reta, isto 6, ilimitada nos 
dois sentidos. 

TEOREMA. Qualquer panto da me- 
N diatria de um segmento dado AB dista 

r!g 29 iguahnente dos pontos A e B. 

Traca-se a mediatriz MN do segmento AB e toma-se um 
ponto qualquer D da mediatriz. Em seguida, tragam-se os segmen- 

tos DA e DB. 

H.{^ N i-c A B T.{DA = 0B 


N 1 

Fig 29 


Com efeito, DA e DB sao iguais porque sao duas obliquas 
era relagao h reta AB, cujos pes, A e B, distam lguaunente do 
p6 da X AC. (§89, . segundo teorema) 

TEOREMA RECIPROCQ. Se um ponto D dista igual- 
rnente de dois pontos A e B, ele est& situado na mediatriz 
do segmento AB. (fig- 29) 

Liga-se o ponto A ao ponto B, liga-se o ponto D aos pontos 
A e B e, pelo ponto D, traga-se DC _L AB. 

, F)^ = DB * f 0 ponto D est& na me- 
H. ( t\q -r AB " * \ diairiz do segmento AB. 


* 
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Sendo DC X AB, os segmentos DA e DB sfio obllquoe. 
Mas estas obliquas sao iguais, por hip6tese. Logo, seus pfe 
distam iguaimente do p6 da X DC (§89, reeiproca do segundo 
teorema), donde CA = CB. Ora, sendo DC ou MN X AB no pon- 
to C, e sendo CA-CB, conelue-se que MN 6 a mediatriz do 
segmento AB e que o ponto D estA situado nesta mediatriz. 

TnOREMA CONTRArio. Um ponto situado fora da 
mediatriz de um segmento AB, nao dista iguaimente 
dos pontos A e B. (fig. 29) 

Traga-se o segmento AB e a mediatriz MN. Toma-se um 

ponto qualquer E fora da mediatriz, e liga-se o mesmo aos 
pontos A e B. 

H. | (i a mediatriz do segmento AB ; rp / . 

L o ponto E nao esta na mediatriz. ^ ^ 

be o ponto E nao esta na mediatriz, um dos segmentos EA 
ou EB corta a mediatriz. Seja EA o segmento que corta a me- 
diatriz no ponto D, e traeemos o segmento DB. 

Ora, EB <c ED X DB (por que ?) 

Mas, estando D na mediatriz de AB, DB — DA. Logo, 
EB < ED + DA 

Por6m, ED X DA = EA (figura). Portanto. 

EB < EA . ‘ . EA > EB 

91. A mediatriz 6 um lugar geometrico. Seja MN 
a mediatriz de um segmento dado, AB. (fig. 29) Ficou provado 
que um ponto qualquer da reta MN dista iguaimente dos pontos 
A e a ao passo que um ponto qualquer situado fora da reta MN 
nao dista iguaimente dos pontos A e B. Todos os pontos da 
reta MJN gozam, portanto, de uma determinada propriedade, pro- 
priedade esta que nao pertence, absolutamente, aos pontos situ- 
ados fora da reta MN. Logo, a reta MN X AB, e passando pelo 
meio de AB, e um lugar geometrico. 

Lugar geometrico 6 um conjunto de pontos que gozam todos 
de uma determinada propriedade, propriedade esta que nao pertence 
aos pontos situados jora deste mesmo conjunto. 

Eastern numerosos lugares geom^tricos, eujo conhecimenfo 
tacihta sobremaneira a. resolugao dos problemas. Por enquanto 
conhecemos apenas um: a mediatriz de um segmento retilineo. 
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O lugar geometric© dos pontos eqiiidis- 
tantes de dois pontos dados A e B, e a media- 
trix do segment© retilineo AB. 


Quando, na resoiu§ao de urn problems qualquer de Geo- 
metria, necessitarmos de urn. ponto igualmente distante de dois 
pontos dados A e B, nao devemos hesitar; tracemos imediata- 
mente a mediatriz do segmento AB ; 6 nela, e sdmente nela, que 
existem pontos igualmente distantes dos pontos A e B. 

Exercicios em elasse 

Observasao. Nestes exercicios n&o 6 permitido 
o uso do esquadro. , , , 

jD* j Construir a mediatriz de urn segmento dado. 

g e ; a AB o segmento dado. Fazendo centro nos 
pontos A e B, tragam-se dois arcos que so cortem, 

A*r- T’ 3 determinando assim o ponto M. O raio dSs.es arcos 

node ser qualquer, potem deve ser o fmsmo para os 
% ,/ dois arcos. Sendo o raio AM igual ao raio BM, o 

AC>i ponto M e eqiiidistante dos pontos A e B e, por con- 

■ i seqiifincia, CstA na mediatriz pedida. De um modo 

Fi E 30 andlogo, determinate urn segundo ponto da media- 

triz, o ponto N. Em eeguida, traqa-se a reta MN. 
Esta reta contein os pontos MeN, situados na me- 
j . »T) pro tjoj <Jois ponto 3 dados, M e N, s6 6 possivel 

diatnz do se |™ en , ' reta ’ MN 6 a mediatriz do segmento dado, 

trasar^nm reta. £gf>* ^ e que passe pelo centro do 

"ITU *■* 

■ £. 4 -*. * — *> EP - 

VI. Tragar uma A ao segmento AB, c 

pelo ponto B. , , 

VII. Tragar uma A a uma reta dada por 

am ponto dado fora da reta. . 

Seja AB a reta dada (fig. 31 ) e C o ponto g \ y/-— t 

dado Fazendo centro em C e com ran raio N 

qualquer, tr&sja-se ran arco que corte a reta 

AB em dois pontos MeN; o ponto C, sendo Aj) 

eqiiidistante dos pontos MeN, estA na media- 

triz do segmento MN. Era seguida determma- F '«- 91 


l.i 
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88 urn outro ponto D, tamb&n eqUidistanfce dos pontos M e N. (problems 
I) On ndo o ponto C ao ponto D, a reta CD sera a mediatriz do seg- 
mento MN e, por conseqQeneia, aerd, A & reta AB. 

\ III. Determiner na reta AB (fig. 32) urn ponto eqiiidistante dos pon- 
tos M e N. 

O lugar geomdtrico dos pontos equidistantes dos pontos M e N 6 a ma- 
diatriz do segmento MN. Portanto, se o ponto pedido existe, ele 'estd nesta 
mediatriz. Liga-se entao o ponto M ao ponto N e traga-se a mediatriz do 
segmento AIN. Esta mediatriz, CD, encontra a reta 
AB no ponto E, que 6 o ponto pedido. ; C 

IX. Em uma O dada, determinar uin ponto . , J 
eqiiidistante de dois pontos dados e situados fora M " I ' N 

da O- ! 

X. Determinar um ponto eqiiidistante de tres | 

pontos dados A, B e C, ngo situados em linlia reta. 

92. Polfgonos. Consideremos tr£s ou ! 

mais pontos A, B, C, D, E, situados em um 'D 

mesmo piano, e de modo que, na ordem Fi s- 32 

em que estao sendo considerados, tres pontos consecutivos 
quaisquer nao estejam em linha reta. (fig. 33) 

C Tracemos os segmentos retill- 

yfs^ aeos c l ue unem o ponto A ao ponto. 

y^ 1 0 ponto B ao ponto C, o ponto 

j \ C ao ponto D, o ponto D ao 

D \ / \ yB ponto E e, finalmente, o Ultimo 

\ / \ / ponto, E, ao primeiro, A. A figura 

\ / \ / assim constitufda 6 chamada polf- 

\ / \ / gono. 

xL-.., , , V Os pontos A, B, C, D e E sao 

n A os vertices do pollgono ; os seg- 

F!g - 33 mentos AB, BC, CD, etc., sao os 

_ lados ; os dngulos formados por 

dois lados consecutivos sSo os Angulos do pcllgono. 

Um pollgono tern tantos vertices e tantos A quantos sao os 
seus lados. 

Diagonal de um pollgono 6 o segmento retilineo que une dois 
vertices ndo consecutivos do mesmo pollgono. Os segmentos AC e 
EC (fig. 33) sao diagonais. 

Angulo interne de um pollgono ou sitnplesmenle angulo de 
um pollgono, e o dngulo jormudo por dois lados consecutivos do 
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mesmo poligono e cuja abertura jica voltada para o interior do 
poligono. Os A ABC, CBD, etc., (fig. 33) sao A do pohgono. 

Angulo externo de um poligono e o Angulo jormado por um 
d > seus lados e pelo prolongamento do lado consecutive. 

Contorno de um poligono 6 o conjunto de sens lados. 

Berime tro de um poligono 6 a soma dos comprimentos de 

seus lados. . 

As palavras poligono e perimetro , de origern grega, sigmiicam 

respectivamente numerosos angulos e median em torno. . 

A superflcie de um poligono 4 a porgao de superficie plana 

limitada pelo contorno do poligono. 

Com a palavra poligono tanto podemos designar o sen con- 
t 6 rno, como a porgao de superficie plana, limitada por este mesmo 
contorno. E diremos de um modo bastante simples que: 

Poligono e uma porgao de superficie plana 
limitada por tres ou mais segmentos retillneos 
e consecutivos. (*) 

93. Triangulos. Triangulo e o poligono 
de tres lados. (fig.34) 

/|\ O lado BC uao 4 lado do ZA; diremos 

c / ! NT entao que 4 oposto ao Z A, ou que o Z A 

( ;n \ F 4 oposto ao lado BC. Em lugar de designar 
B 'c\ os lados do A ABC com duas maiusculas, 

^ e dizer, por exemplo, lado BC, seiA neces- 
Pig 34 s&rio, ks v 6 zes, designd-lo por uma minuscula. 

Mas, esta minuscula nao seri qualquer; 
eerd sempre a minuscula correspondent h letra que estd desi- 
gnando o vdrtice do Z oposto. E diremos entao lado BC ou 
lado a, lado AC ou lado b, lado AB ou lado c. 

Em um A qualquer ABC, um lado e um Z se dizem adja- 
centes, quando o lado do A 4 tamb4m lado do Z. O Z a ja 

(*) O poligono que acaMmos de definir 6 o poligono piano e convexo. 
Veremos oportunamente a diferenga eutre pollgonos convexos e concaves, 
pianos e reversos. Salvo aviso em contrdno, com a palavra poligono desi„ 
remos sempre o poligono piano e convexo. 


Ffg. 34 
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cente ao lado BC ; o lado AB 4 adjacente ao ZB; os A B e 
C sao adjacentes ao lado BC. 

Base deum Ae qualquer um de seus lados. Altura de um A 
S o segmento _L d base, tragado pelo vertice oposto d mesma base 
Assim, tomando como base do A ABC o lado BC, a altura seri 
o segmento AD, ± h base BC, e tragado pelo ponto A. 

bm A tendo tres lados, tem tres bases e tr 4 s alturas. 

Mediana de um A 6 o segmento retilineo que liga um vertice 

median A ^ ^ ^ ° posto - Portan to, um A tem tres 

Ceviana de um A 6 o segmento retilineo que liga um vertice 
qualquer do A a um ponto qualquer interno do lado oposto. As 
alturas, as bissetrizes internas e as medianas de um A sao ce- 
vianas particulares. 

A 

Angulo extern© de umA6 o Z jormado por um de seus lados 
com o prolongamento do lado contlguo. O Z ACF dm 341 6 , 1TV , 

situnlT t°,m A r C - interno adfacen4 aSb 

sao supls. (§ 86 ) Com o mesmo vertice C ha dois Z externos 

o° o V A CF 6 BC ,?,- Este d “ is ^ *> iguais por serem 
o. p V. (§87), cada um deles tem a sua bissetriz, mas estas 
bissetrizes formam uma mesma reta (§87) 

Bissetriz de um A 4 o segmento da bissetriz de qualquer 
um de seus dngulos, segmento Me que tem por origem o^tr- 

TlJn /’ P ° r extremidade > 0 Ponto em que a bissetriz encontra 
o lado oposto ao mesmo Z. 

A ( fi S- 35) a bissetriz do Z X \ 

ACB 4 a semirreta CMX ; mas a bissetriz \ a 

do A ABC 4 o segmento CM. Oportuna- /\ 

mente trataremos das bissetrizes dos A exter- M yC \ 
nos de um A. Um A tem tres bissetrizes / \ \ 
internas e tres externas. - / n. \ , 

De tudo o que dissemos resulta que p 
um A contdm numerosos elementos. Para C 

maior clareza vamos dividir 6 stes elemen- Hg 35 

GI n d °i 1S grU p P ° S : • elernentos Principals e elementos secundd- 
rms. Us elementos principals sao os tres lados e os tr4s Z Os 
elementos secunddrios sao as alturas, as medianas, as biss^rizes 
mas e externas, as mediatnzes de seus lados, as cevianas, etc.. 




] 
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94 O triaiigulo isdsceles. 0 tridngulo isosceles 6 o que 
tern dais lados iguais. (E.M.P.V. §31) No A isosceles ^habitual 
tomar como base o lado que nao tem iguai isto d, o lado BO. 
(fie. 36) Entao a altura sera o segmento AM, x a base, e tendo 
por extremidades o vertice A, oposto a base BC, eum ponto M 

desta mesma base. , 

TEOREMA. Em urn tridngulo isdsceles, aos lados iguais 

tu* onoem dngulos iguais . _ . 

Isto quer dizer que, quando dois lados de um A sao iguais, 

os A opostos a estes dois lados sao tamUm iguais. ^ 

H. 1 AB = AC T. { C = B 

A Fagamos o A ABC girar sobre si mesmo, de 

A modo que o Z A volte a ocupar a sua posigao pri- 
mitiva. 0 lado AC coincidira exatamente em diregao 
e grandeza com seu iguai AB e este, por sua vez, 
coincidira exatamente, tambdm em diregao e gran- 
deza, com seu iguai AC. Entao o lado CB ficaid 
"BMC invertido, coincidindo com a sua posigao primitiva 
Fig. 38 BC. Donde resulta que o A C coincidira com o Z B. 

Logo, C = B 

REClPROCA. Se dois dngulos de uni tnangulo sao 
iguais , os lados opostos a estes Angulos ado tambem 
iguais, e o tridngulo 6 isdsceles. 

H. | B = C T. i AB = AC 

Fagamos o A ABC girar sobre si mesmo, de modo que o lado 
invertido CB coincida com a sua posigao primitiva BO. bendo 

B = C (hip.) o lado CA coincidira em diregao com o iado.BA, 
e o lado BA coincidira tambdm em diregao com o lado OA. U 
nonto A devendo coincidir com um ponto situado em BA e um 
ponto situado em CA, coincidira necessariamente com o ponto 
A. Donde resulta que CA coincide tambdm em grandeza com 
BA, e BA com CA. Logo, AB = AC 

COROLARIO. O tridngulo equildtero 6 equidnguio, e 

recJjprocont^nt^. tr g 8 Angulos do tridngulo ; os lados res- 

pectivamente opostos serao a, b, e c. (§93) 
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H. { a — b — c T. | A = B = C 

Sendo a — b, teremos A = B (teorema direto) (1) 

Sendo a — c, teremos A = C (teorema direto) (2) 
Combinando (I) e (2) resulta : 

A A A 

A = B = C 

H. I A = B = C ' T. | a — b — c 

A A 

Sendo A = B, teremos a = b (teorema reefproco) (1) 

Sendo A = C, teremos a = c (teorema reciproco) (2) 
Combinando (1) e (2) resulta: 

a = b — c 

TEOREMA. Em um tridngulo qualquer , C 
ao maior angulo se opoe o maior lado. 

H. { B > A T. { AC > BC 
Consideremos o A ABC (fig. 37). Sendo 

B > A, vamos tragar no interior do Z B 
um segmento BD que forme com BA um Z ABD iguai ao Z A. 
Entao o A ABD serd isdsceles . ’ . AD = BD. 

O segmento BC 6 a menor distdneia entre os pontos B e 
C. Logo BC < CD + BD. Mas BD = AD . • . BC < CD + 
+ AD. . • . BC < AC .. • . AC > BC. 

REClPROCA. Em um triangulo qualquer, ao maior 
lado se opoe o maior angulo. 

Vamos demonstrar esta recfproca pela redugSo ao absurdo. 
A figura d inutil, porque jd sabemos designar convenientemente 
os lados e os A de um A. 

H. { a > b j a Suponhamos A < B ; resulta a < b, de 

r a a J acordo com o teorema direto, o que 6 absurdo, 

T. [ A > B j porque 6 contrdrio k hipdtese. 

Suponhamos A — B ; neste caso o A sera isdsceles e tere- 
mos a = b, o que 6 absurdo, porque 6 contrdrio h hipdtese. 

Ora, se n ilo § possivel A < B ou A = B, resulta A > B. 



Fig. 37 
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Em resumo : 

I. Se os tres lados de um A sao iguais, os tres A sao tambem 

iguais, e reciprocamente. _ 

II. Se dois lados de um A sao iguais, os A opostos a estes 

dois lados sao tambem iguais, e reciprocamente. _ 

III. Se os tres lados de um A sao dijerentes, os tres A sao 
tambem dijerentes, e reciprocamente; ao maior lado se opoe o maior 
A e reciprocamente. 

95. Grantleza relativa dos lados de um tri&ugulo. 
Os tres lados que constituent um A nao podem ser quaisquer ; 
nao podem ser tres segmentos com comprimentos arbitranos ; 
devem satisfazer ks duas conduces que constituem o segumte: 

TEOREMA. Qualquer lado de um triangulo d menor 
do que a soma dos outros dois, porem maior do que a 

diferema. (fig. 37) r AB < AC + BC 

H. { ABC 6 um A T. j AB > AC — BC 

Em relagao a primeira parte da tese nao ha nada a de- 
monstrar porque, entre os pontos A e B, o camjnho mais eurto 
d o segmento retilmeo AB. 

Para demonstrar a segunda parte da tese, tomemos o lado 
AC (ou BC) e apliquemos a fete lado a primeira propriedade, 
Teremos AC < AB + BC • ‘ • AC - BC < AB 

AB > AC - BC. 

Portanto, um A no qual a=15m, 6 = 8m e c = 5m, nao existe 
porque a nao 4 menor do que b+c ou porque c nao 6 maior que 

a-b. 


96. Lintias envolventes e envolvidas. Uma linha que- 


y'i). Uiiiuan — 

brada ou poligonal 6 convexa quando, prolongando-se qualquer 
um de seus elementos, toda ela fica situnda do raesmo lado 
dfete elemento prolongado. A linha poligonal ABC!) (tig. 481 


M I * 



Fig. 38. 


6 convexa porque, prolongando-se o ele- 
mento BC ou qualquer outro, toda ela 
fica situada do mesmo lado dfete ele- 
mento prolongado. 

Quando duas linhas poligonais ABCD 
e AMNRD tfen extremidades comuns, 
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os pontos A e D, e estao situadas do mesmo lado do segmento 
retilfneo AD, a linha interior ABCD d chamada envolvida e a 
exterior AMNRD 4 chamada envoi vente. 

TEOREMA. Uma linha poligonal convexa e menor que 
uma linha poligonal envolven te, convexa ou nao, e ter- 
minada nas mesmas extremidades. (fig. 38) 

Com efeito, prolongando os elementos AB e BC, atd encon- 
trarern a envolvente nos pontos I e R, teremos : 

AB -f- BI < AM + MI 
BC + CR < BI -f IN + NR 
CD < CR + RD 

Somando e reduzindo : 

AB + BC + CD < AM + MI -f IN -f NR + RD . • . 
AB -f BC + CD < AM -f MN + NR -f RD 

97. Igualdade de tridngulos quaisquer. Os elemen- 
tos principals de um A sao seis : os trfe lados e os tres A. 
Para que dois A sejam iguais, d necessario que possam coin- 
cidir, isto d, os tres lados de um devem coincidir com os trfe 
lados^ do outro, e os trfe A do primeiro devem coincidir com 
os tres A do segundo. Vamos agora estudar trfe teoremas, cha- 
mados geralmente casos de ignaldade de A quaisquer, pelos 
quais yerificaremos que dois A sao iguais quando tres elementos 
do primeiro, convenientemente escolhidos, sao iguais aos trfe 
elementos correspondentes do segundo. (§ 163) 

PRIMEIRO CASO. Dois tridngulos sao iguais quando 
t§m um lado igual adjacente a dois Angulos iguais, cada 
um a cada um. 

' AB = A'B' | Fagamos o A A'B'C' (fig. 39) 

H . A = V ‘ deslizar no piano em que estd si- 

a \ 1 tuado, atd que o lado A'B' coincida 

B = B' j com o lado AB, o que d possivel, de- 

T. { A ABC = A A'B'C' I vido k hipdtese. Sendo A = A' (hip.) 

* 0 lado A'C' coincidird em diregdo 
com o lado AC, e o ponto 0' coincidird com um ponto situado 


{. B = B' 

T. { A ABC = A A'B'C' 
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ern AC on no sen prolongamento. Sendo 

/K b = B' (hip.) o lado B'C' coincidira, em di- 

regao, com o lado BC, e o ponto C' eoin- 

AZa i 2 Kb c j ( ]ira com um ponto situado em BC ou no 

C’ seu prolongamento. Mas, se o ponto C' deve 

eoincidir com um ponto situado em AC e 
/ \ um ponto situado em BC, 4 claro que file 

A’Ai t b- coincide com o ponto C, que 4 o unico ponto 

comum aos lados AC e BC. Ora, se os trfis 
vertices do A A'B'C' coincidem com os trfis vertices do A ABC, 
fistes dois A coincidem e sao, por consequencia, iguais. ( § 163) 
Observagao. Feita a eoincidencia dos doi3 A, e sendo AB == A'B', vemos 
que C - C' ; sendo A - A', vemos que BC - B'C' ; sendo B - B', vemos 
que AC = A'C'. Donde resulta que : 

Quando dots A sao iguais, a lados iguais se opoem A iguais, e a A 
iguais se opoem lados iguais. 

Quando dois A sao iguais, 4 conveniente marcar os elementos iguais, 
nos dois A. (fig. 39) Sendo AB-A'B', marearemos fetes dois lados com um 
trago, e os A opostos a fetes dois lados, isto 4, os A C e C, ser So entao mar- 
cados com um area. Os lados BC e B'C' sao iguais e estao mareados com 
dois tragos ; entao os A A e A', que se op5em a fetes dois lados serao mareados 
com dois areas. E os lados AC e A'C' sendo mareados com trts tragos, os A B 
e B', que se op5em a fetes dois lados, serao mareados com ires areas. 

SEGUNDO CASO. Dois tridngulos sao iguais quando 
t&rn dois lados iguais , cada um a cada urn., e o angulo 
formado pelos dois lados do primeiro, e igual ao angulo 
formado pelos dois lados do segundo. 

t AB - A'B' ( 

H. < AC — A'C' T. 1 A ABC = A A'B'C' 


Fagamos o A A'B'C' (fig. 39) deslizar no piano em que 
estd situado, atfi que o lado A'B' coincida com o lado AB, o que 

4 posslvel, devido h hipfitese. Sendo A = A (hip.) o , lado AC 
coincide em diregao com o lado AC. Mas, AC —AC (hip.) e 
o ponto A' estA sobre o ponto A ; assim o ponto C' coincide com 
o ponto C. Ora, se. os trfis v4rtic.ee do A A'B'C' coincidem com 
os trfis vfirtices do A ABC, fistes dois A coincidem e sao, por 
consequencia, iguais. (§ 163) 
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TERCE1RO CASO. Dois triangulos 
sao iguais quando os ires lados de ^ 

um sao iguais, cada um a cada um, yqN. 

aos tr&s lados do outro. (fig. 40) 

f AB = A'B' VL i 5 \ B 

H. < AC = A'C' T. | A ABC = A A'B'C' A \ 2 Li 

Ibc=b'C' 

Sendo AB = A'B' (hip.) os dois 
A podem ser colocados na. posigao indi- C ' 

cada, (fig. 40) Fi£ - 40 

Tracemos o segmento CC'. 

Sendo AC = A'C' (hip.) o A CAC' 4 isdsceles ; logo, 1 = 2. 

Sendo BC = B'C' (hip.) o A CBC' 4 isdsceles ; logo, 3 = 4. 

Portanto,- 

1 + 3 = 2 + 4 . • . ACB = A'C'B' 

Neste caso, os A ABC e A'B'C' tem ; 

AC = A'C' BC = B'C' C = C' 

Logo, sao iguais de aeordo com o segundo caso de igualdade 
de A quaisquer. 

De aeordo com os trfis casos de igualdade de A, para que 
dois A sejam iguais 4 necessario que trfis elementos de um dfiles 
sejam iguais a trfis elementos do outro ; mas esta eondigao neces- 
saria nao 4 suficiente ; os seis elementos que se supQem respectiva- 
mente iguais nao devem. ser todos angulares. 

TEOREMA. Quando dois tridngulos l Am, dois lados 
iguais, cada um a. cada um, e o angulo formado pelos dois 
lados do primeiro nao e igual ao angulo formado pelos 
G dois lados do segundo, entao os terceiros 

/\ lados nao sao iguais , e ao angulo maior 

J se opoe o lado maior. (fig. 41) 

/ f AB = A'B' 

A H. AC - A'C' T . j B C > B'C' 

• X.// A > A' 

C> i Sendo AB = A'B' (hip.) os dois A po- 

Pi«. 4i dem ser colocados na posigao indicada. (fig. 41 ) 


\H 

//$' 
X / 

c-> 

Pig. 41 
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Tracemos a bissetriz do Z CAC'. Sendo CAB ou A > B'A'C' 

ou A' (hip.), a bissetriz do Z CAC', isto 4, AM.fieara situada ne- 
cessAriamente no interior do Z CAB. E sendo AM a bissetriz 

do Z CAC', segue-se que CAM = MAC'. Comparemos os A 
CAM e MAC'. 

AC = AC' (hip.) 

AM = AM 

CAM = MAC' 

Sendo o segmento retih'neo BC', a menor distAncia entre os 
pontos B e C', teremos : 

BC' < BM + MC' 

Por4m, MC = MC', como ficou provado. Logo, 

BC' < BM -f- MC . • . BC' < BC 

B'C' < BC . * . BC > B'C' 

RECfPROCA. Quando dots triangulos tSm dois lados 
iguais, cada um a cada um , e os terceiros lados desiguais f 
entao os angulos opostos a estes terceiros lados sao de- 
siguais e o angulo maior e o que se opoe ao lado maior. 

Para demonstrar esta reciproca 6 inutil fazer a figura, por- 
que ja aprendemos a designar convenientemente os lados e os 
A de um A. (§93) 

Yamos demonstrar esta reciproca pelo m4to- 
do de redugao ao absurdo, isto 4, negando a tese. 

Suponhamos C = C'. Ent&o A ABC = 
= A A'B'C', de acordo com o segundo caso de 
igualdade, donde resulta c = c', o que 4 absur- 
do, por ser contr&rio A hip6tese. 

Suponhamos C < C'. Teremos c <C c', de acordo com o teo- 
rema direto, o que 4 tambem absurdo, por ser contrArio a hip6tese. 

Ora, se nao 4 possivel C = C' ou C < C', resulta C > C . 

Obscrvacao. Recomendamos vivamente aos srs. professores 
os exercicios da s4rie XLIY do livrinho Exercicios de Matemdtica 
— Terceiro Ano, ns. 1 a 12. 


fiste pequeno esforgo sera largamente recompensado; os es- 
tudantes ter do o prazer de demonstrar numerosos teoremas dos ca- 
pltulos que se vao seguir, sem o auxilio do professor ou do 
compendio. 

E’ indispensavel o conhecimento da seguinte 

Regra. Para demonstrar que dois segmentos retilineos ou 
dois A sao iguais, procuram-se dois A dos quais estes dois seg- 
mentos ou A jagam parte, procura-se demonstrar que os dois A 
sao iguais e marcam-se os elementos iguais. (§97) Se estes A 
nao existem, traga-se uma linha de construgao, em condigoes con- 
venientes. 

98. Igualdade de triangulos retdngulos. A igualdade 
dos A ret&ngulos 4 determinada pelos tr4s casos de igualdade 
de A quaisquer. ( § 97) Entretanto, dois A retangulos, tern sempre 
um elemento igual que 4 o Z reto. D6ste fato resultam, para 
os A retangulos, dois casos especiais de igualdade. 

PRIMEiRO CASO. Dois tri&ngulos retdngulos sao iguais 
quando tern a hipotenusa igual e um cateto igual. 

Sendo AC = A'C' (hip.) os dois J 
A podem ser colocados na. posigao i n- 
indicada. (fig. 42) Temos AC = A'C' i 
e BC = B'C' (hip.). Os A A e A' sen- i 1 
do retos, sao supls. ; estando na po- • r ^' 
sigao de adjacentes, seus lados exte- Q C‘ 

riores, AB e A'B', estao em linha 
reta. Mas, as oblfquas BC e B'C' sen- 
do iguais, (hip.) seus p4s Be B' dis- 
tam igualmente do p4 da ± AB ; logo, 

AB = A'B' (§89, 2.* reciproca). Don- 
de resulta que A ABC = A A'B'C'. 

(§97, 3.° caso) 

SEGUNDO CASO. Dois tri Angulos retdngulos sao iguais 
r quando tfhn a hipotenusa igual e urn angulo agudo igual. 

f A = A' = 1 reto 

H. BC = B'C' T. { A ABC - A A'B'C' 

I A A 1 

1 C = C' 


A CAM = A MAC' (2.° caso) . ' . 
CM = MC' 


H. 


T. { 


a = - a 
b = 6' 
c > c' 

A A 

C > C' 


Y 


A = A' = 1 reto 
AC = A'C' 

BC = B'C' 
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Fagamos o A A'B'C' (fig. 43) deslizar no piano em que. 

esta situado, at6 que a hipotenusa B'C' coin- 
9 , cida com a hipotenusa BC, o que 6 posslvel, 

devido a hipotese. Sendo C == C', o cateto C'A 

J \. coincidira, em diregao, com o cateto CA, e o 

. panto A' deverd coincidir com um panto qualquer 

k. situado em CA, ou no seu prolong amenta. 

f 

\ Ora, sendo BA e B'A', Js, respectivamente, 

/J — a e A'C', e estando o ponto B sobre o ponto 

Fig. 43 B', as Js BA e B'A' coincidem em diregao. (§89, 

teorema fundamental) Logo, o ponto A 1 deverd coincidir com 
um ponto situado em BA, ou no seu prolongamento. Entao, o 
ponto A' coincide com o ponto A . ' . A ABC = A A'B'C'. (§ 163) 

99. A bissetriz e suas propriedades. TEOREMA. Qual- 
quer ponto situado rm bissetriz de um angulo, dista 
igualmente dos lados deste angulo. 

Seja o Z MON (fig. 44) e tracemos a sua bissetriz OS. (§87) 
Tomemos um ponto qualquer A, situado na bissetriz e tracemos 
as A AB e AC. 

( £ = 2 , 

H. [ AB JL OM T. { AB = AC 

\ AC _L ON 1 o s 

Comparemos os A AOB e AOC. 

O Z ABO 6 reto porque AB A. OM, e c e^*h 

o Z ACO tambdm 6 reto porque AC A. Fig. 44 

ON ; logo, os A AOB e AOC sao re- 

tAngulos. Mas. files tern a hipotenusa igual e um Angulo agudo 

igual, a saber 1=^2. Nestas condigoes A ABO = A ACO. (§98, 
2.° caso) E lembrando que em A iguais, a A iguais se opdem 
lados iguais, conclue-se que os lados AB e AC, que se opoem 
aos A iguais 1 e 2, sao iguais. Ora, AB e AC representam as 
dist&ncias do ponto A its semirretas OM e ON (§89); portanto, 
qualquer ponto da bissetriz de um Z dista igualmente dos 
lados d^ste mesmo Z. 


Fig. 44 


ill! 
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TEOREMA RECiPROCO. Qualquer ponto equidistante 
dos lados de um angulo esta situado na bissetris deste 

angulo. 

Seja o Z MON (fig, 54) e suponhamos um ponto A, equi- 
distante dos lados deste mesmo Z. As distancias do ponto A 
aos lados do Z MON sao os segmentos AB e AC, respectiva- 
mente .h aos lados OM e ON. £ fistes dois segmentos s3,o, por 
hipdtese, iguais. 

f AB = AC f O ponto A esta 

H. •> AB ± OM T. -j na bissetriz do 

l AC J_ ON [ Z MON. 

Liguemos o ponto A ao vertice do Z MON e comparemos 
os A AOB e AOC ; sao retdngulos (hip.) ; tfim a hipotenusa 
igual AO, e um cateto igual, isto 4, AB=AC. Logo, A AOB = A 
AOC. ( § 98, l.° caso) Ora, em A iguais, a lados iguais se op6em 
A iguais ; os A 1 e 2, que se opoem aos lados iguais AB 

n \ 

e AC, sao iguais. Sendo 1 = 2, a semirreta OA ou OS e realmente 
a bissetriz do Z MON. 

TEOREMA CONTRARIO, Um ponto que nao est& situa- 
do na bissetris de um angulo , nao e equidistante dos 
lados deste angulo . 

Seja D (fig. 44) um ponto que nao estd situado na bissetriz 
OS do Z MON. Tracemos os segmentos DE e DB, respecti- 
vamente J§ aos lados do Z MON. Entao fistes dois segmentos 
representam as distancias do ponto D, aos lados do Z MON. 

0 ponto D nao esta na 
bissetriz do Z MON. 

j f = £ T. { DB > DE 

DB _L OM, DE ± ON. 

Se o ponto D nao esta, na bissetriz do Z MON, uma das 
-h, DB, corta necessarianiente a bissetriz OS, num certo ponto 
A. Tracemos AC _L ON e liguemos o ponto C ao ponto D. 

Sendo DE J. ON, entao DC 6 obllqua a ON. Donde 
DE < DC (I) 

Do A ADC deduzimos que 

DC < AC + AD (II) 


(II) 
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Combinando as desigualdades I e II, teremos : 

DE < DC < AC + AD (III) 

Por6m AC = AB, porque o ponto A est& na bissetriz do 
Z MON, Logo, substituindo AC por AB na desigualdade III, 

DE < DC < AB + AD 
DE < DC < DB 
DE < DB 


100. A bissetriz 6 um lugar geometrico. Ficou demons- 
trado que um ponto qualquer A, (fig. 44) situado na bissetriz OS, 
dint, a igualmente dos lados do Z MON.e reclprocamente, um pon- 
to A, eqiiidistante , dos lados do Z MON , estd situado na 
bissetriz d6ste mesmo Z, Ficou tambdm provado que um pon- 
to nao situado na bissetriz do Z MON, nao 4 eqiiidistante 
dos lados do mesmo Z. Portanto, todos os pontos da bissetriz 
do Z MON gozam de uma determinada propriedade, proprie- 
dade esta que nao pertence, absolutamente, aos pontos situadoa 
fora da bissetriz. Logo, a bissetriz de um Z e um lugar geo - 
mttrico ; e o lugar geometrico dos pontos equidistantes dos lados 
de um Z. 



O lugar geometrico dos pontos eqiiidis- 
tantes dos lados de um angitlo e a bissetriz 
deste mesmo angulo. 



Quando, na resolugao de um problema qualquer de Geo- 
metria, necessitarmos de um ponto eqiiidistante dos lados cie 
um Z, nao devemos hesitar ; tracemos imediatamente a bissetriz 
d6ste Z, porque 6 nela, e sdmente nela, que existem pontos equi- 
distantes dos lados d6ste mesmo Z. 

ObservacHo. Para exercfcios, vide E.M.T.A. do mesmo autor, s6rie 
XLIV. 

101. Definigao de paralelas. Duas retas sao paralelas 

quando , sendo complanares, (*) nao tem nenhum posto comum. 
As retas AB e CD (fig. 45) sao complanares : supondo que nao 
tenham nenhum ponto comum, embora prolongadas indefinida- 


(*) E.M.P.V. §26. 
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mente, serao II. Da definigao de retas II resulta que duas retas II 
nao t6m nenhum ponto comum ; mas esta condigao nao 6 sufi- 
ciente ; a definigao exige tamb4m que as duas retas sejam 
complanares. Em uma sala de aula 6 facil apontar duas retas 
que, embora indefinidamente prolongadas, nao se encontram, 
isto 6, nao t£m nenhum ponto comum ; uma das quinas da 
mesa do professor e a intersecgao de duas paredes ; entretanto, 
nao sao II porque nao estao situadas no mesmo piano ; nSo s5o 
complanares. 

As v6zes, serd necess&rio dizer que duas I! se encontram 
no infinito, t&m urn ponto comma situado no infinite. Entre- 
tanto, isto nao ird de encontro a defini- 
gao de retas II, porque 6ste ponto fica M 
tfio distante ... A — — 

Q — -'-X 

102. Teoremas relatives as para- { ~ '5 

lelas. Duas retas perpendiculares a pig 45 

uma terceira sao paralelas. 

Sejam as retas AB e CD (fig. 45) Z a reta MN. Se 
nao fossem II elas se encontrariam em um certo ponto X e, 
por Gate ponto X, terfamos duas retas ABX e CDX, Js a uma 
mesma reta MN, o que nao pode ser. ( § 89) Logo . . . 

D m E COROLARIO. Por um ponto dado 

r - “ “ e situado fora de uma reta dada 6 

sempre possivel tragar uma paralela 
_________ « reta dada. 

AC B Seja AB a reta dada e M o ponto 

t-tg »■’. dado. (fig. 46) Pelo ponto M traga-se MC 

_L AB, e pelo ponto M traga-se DE ± 
MC. As retas DE e AB, sendo Js & mesma reta MC, sao II. 

PosUilado de Euclides. Por um ponto dado e situado jora 
de uma reta dada, podemos tragar sdmente uma II d reta dada. 

Vimos que, pelo ponto M, 6 sempre possivel tragar uma 
II & reta AB. Entretanto, nao 6 possfvel tragar pelo ponto M 
uma segunda reta que seja tamb6m II & mesma reta AB. Esta 
dltima verdade da Geometria, Euclides nao eonseguiu demons- 
trA-la e entao pediu aos seus contempor&neos que a aceitassem 
como evidente e, portanto, sem demonstragao. 
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Observasao. Po&tulatum, do latim postulare, isto e, pedir. Euelides 
foi um gedmetra grego que viveu em Alexandria no sdculo III antes da era 
crista. Os contempordneoa de Euelides quiseram demonstrar o celebre pos- 
tulado e nao o conseguiram ; os nossos contemporfmeos demonstraram a sua 
indexnonstrabiiidade. 

O que nos enunciamos hoje como postulado de Euelides, nao 6 exatamente 
o que Euelides pediu ; veremos adiante a verdadeira forma deste postulado. 

, • 0 Do postulado de Euelides resultam 

n tres eoroiarios. 

q Primeiro corolfirio. Duas retas 

M II a uma terceira sdo 11. 

M Suponhamos AB ii MN e CD 1! 

Fi 8- 47 MN. (fig. 47) Vamos provar que as 

retas AB e CD sao 11. Com efeito, se nao fossem 11, elas se 
encontrariam em um ponto X, e entao, pelo ponto X, terfa- 
mos duas retas, ABX e CDX, 11 a uma mesma reta AIN, o que 
nao pode ser porque 4 contrario ao postulado de Euelides. Logo... 

Segimdo coroIAno. Quando duas retas sao 11, qualq uev 
reta que corta a primeira, corta tamb&m a segunda. 

Suponhamos AB 11 CD (fig. 48) q 

e seja OP uma reta que corta AB no n 

ponto P. Vamos provar que a reta OP A — B 
corta tamb4m a reta CD. Com efeito, 

se OP nao cortasse CD, se OP fosse p 

11 h CD, terfamos entao, pelo ponto P, ^ 

duas retas AB e OP, 11 a uma mesma Fig - 48 

reta CD, o que nao pode ser porque 4 contrario ao postulado 

de Euelides. Logo . . . 

Terceiro coroldrio. Quando duas retas sdo 11, toda ± a 
uma, 6 lamb era _L d outra. 

Suponhamos CD 11 AB, e MP JL CD. Vamos provar que 
MP -L AB. Negando a tese, admitamos que AB nao 4 J. MP ; 

^ jy entao, pelo ponto P, tracemos A'B' L 

■ MP. Duas J§ a uma mesma reta sao i! ; 

A logo, CD 11 A'B'. 

~ Alas, CD 1! AB (hip.). Logo, pelo 

A 7" B ponto P temos duas retas distintas, AB 

Cj 4Q e A'B', ambas 1! a uma mesma reta, CD, 


Fig. 48 
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o que nao pode ser. (postulado de Euelides) Donde resulta que 

A B coincide com AB, isto 4, AB _L AIP. M 

A 

103. Angulos formados por duas retas eortadas por 
uma transversal. Chama-se transversal ou secante (do latim 
secare, cortar) a reta que corta uma jigura geomttrica qualquer 
Quando duas retas quaisquer AB e CD (fig. 50) sao eortadas 

partSrer^^ MN ’ f ° rmam ' se oito A 3 ue denominates 

Os A a b. c, d, sao chamados internos, em relaqao As duas 
retas AB e CD eortadas pela transversal MN : os A q e. f h 
sao c amados externos. Os A a, d, g, j, estao situados de um lado 

’ a ° PaSS ° QUe 08 A b ’ c > O h - estao situados do 
outro Lado da mesma transversal. 

A 

Angulos alternos-internos sdo os A" 
internos, situados de um lado e do outro da A / M 

transversal, e nao adjacentes. Os ^ a e 6 sao / 

alternos-internos, assim como os A c e d. 

Angulos alternos-externos sdo os A „ d / j, n 

externos, situados de um lado e do outro da ^ f~7h~ 

transversal, e nao adjacentes. Os A e e / sao '/ 

alternos-externos, assim como os A a e h 

A y * pig. 50 

Angulos correspondentes sdo os A 
situados do mesmo lado da transversal, um interno e outro externo 
e nao adjacentes. Os A a e j sao correspondentes, assim como 
os A c e n, a e g, b e e. 

A 

Angulos colaterais-internos, sdo os A internos situados do 
mesmo lado da transversal. Os A a e d sao colaterais-internos 
assim como os A b e c. 

A 

Angulos colaterais-externos sdo os A externos situados do 
mesmo lado da transversal. Os A e e h sdo colaterais-externos 
assim como os A j e g. 1 

Os oito A formados pelas retas AB e CD, quando eortadas 
pela transversal MN, em geral nao sao ^ retos ; sao agudos 
ou obtusos, sendo quatro agudos e quatro obtusos. Se o Z a £ 
agudo, seus suplementos, os Ace g, sao obtusos ; e o Z e sendo 
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™4^L_L 


Fig. 51 


igual ao Z a, por serem o. p. v. 6 tamb&n agudo. O mesmo 
acontece com os A b, d, ], h. 

M TEOREMA. Quando duas para- 

Z j/ lelas sao cortadas por urn a trans- 

A E s/7 B versal, os quatro angulos agudos 

^ sao iguais , assim como os quatro 

Angulos ohtusos. 

Sejam AB e CD as duas II e 

C a^s F “ D MN a transversal. Pelo ponto O, 

S' 6 centro do segmento RS, tracemos o 

N segmento EF X AB. O segmento 

Fig. 5i EF serd tambdm X CD. (terceiro 

coroldrio do postulado de Euclides) Comparemos os A ROE 
e SOF. Sao A retdngulos porque EF d X &s II ABeUJ, 
suas bipotenusas, OR e OS, sdo iguais por construgao ; 

ROE = SOF. (o. p. v.) Logo, A ROE^ = A SOF. ^ 101, 2 '° caso ^ 

Donde resulta que 1 = 2. Pordm 1 = 7 e 2 = 8. (o. p. v.) Entao, 

1 = 2 = 7 = 8. E &stes quatro A sendo iguais, os seus suplementos, 

isto d, 3, 4, 5 e 6, sao tambdm iguais. 

COROL.ARIO. Quando duas paralelas sao cortadas por 

lima transversal, ~ 

I. Os Angulos alternos-internos sao iguais. 

II. Os Angulos alternos-externos sao iguais. 

III. Os Angulos correspondentes sao iguais. 

IV. Os Angulos colaterais-internos sao suplementares. 

V. Os Angulos colaterais-externos sao suplementares. 

Jd vimos que 1 = 2 e 3 = 4 ; portanto o numero I estd de- 
mons tr ado. Vimos tambdm que 5 = 6 e 7 = 8 ; logo^o ndmero 
II estd tambdm demonstrado. Vimos ainda que 1 = 8, 3 = 6, 
2 = 7 e 4 = 5 ; o niimero III tambdm estd demonstrado. Resta- 
nos demonstrar os numeros IV e V. a a 

Os A 1 e 3 sao supls. (§86), isto d, 1+3 = 2 retos. Nesta 

igualdade podemos substituir 3 por 4, porque sao iguais. Logo, 
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A A 

1+4 = 2 retos, isto d, dstes dois A eoi.-int. sao supls. De modo 
andlogo provariamos que os A col.-int. 3 e 2 sao tambdm supls. 

Os A 5 e 7 sao supls. (§86), isto d, 5+7 = 2 retos. Nesta 

A A 

igualdade podemos substituir 5 por 6, porque sao iguais. Logo, 

6+7 = 2 retos, isto d, dstes dois A col.-ext. sao supls. De modo 
andlogo provariamos que os A col.-ext. 5 e 8 sao supls. 

O teorema que acabamos de demonstrar e seu coroldrio 
nos conduziram a cinco eonclusoes distintas. Por conseqiidneia, 
temos de demonstrar agora cinco reciprocas. 

Primeira reciproca. Se os A alt.-int. formados por duas 
retas cortadas por uma transversal sao iouais, estas duas r etas sao 11. 

Segunda reciproca. Se os A alt.-ext. formados por duas 
retas cortadas por uma transversal sao iguais, estas duas retas 
sao II. 

Terceira reciproca. Se os A correspondentes formados' 
por duas retas cortadas por uma transversal sao iguais, estas 
duas retas sao II. 

Quarta reciproca. Se os A col. int. formados por duas retas 
cortadas por uma transversal, sao supls. estas duas retas sao II. 

Quinta reciproca. Se os A col.-ext. formados por duas retas 
cortadas por uma transversal, sao supls. estas duas retas sao II. 

Vamos demonstrar a primeira recfproca pela redugao ao ab- 
surdo. As outras se demonstrarao de modo andlogo. 


H. { 1 = 2 T. { AB II CD 


Admitamos, negando a tese, que AB nao A II CD. (fig. 52) 
Pelo ponto S tracemos C'D' II AB. Se estas duas retas sao ll 

A A 11 * 


teremosl = 3, porque sao dois A alt.-int., for- 
mados pelas II AB e C'D', cortadas pela 
transversal MN. (O Z 3 6 o Z RSD'.) 

A A 

De ac6rdo com a hip6tese, 1=2. Ora, 

A A A A A A 

sendo 1 = 3 e 1 = 2, resulta que 2 = 3. Mas 
esta igualdade 6 um absurdo. Se a negagao 
da tese nos conduziu a um absurdo, e se 
nao ha outra maneira de nega-la, forgoso d 
admitir que AB II CD. 
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104. O verdadeiro postulado de Euclides. Considere- 
mos as retas AB e CD, cortadas pela transversal MN. (fig. 50) 
Se as retas AB e CD nao sao ||, elas se encontram. Onde ? De 
que lado da transversal ? E’ Euclides quem responde no seu 
famoso Postulatum. 

Axioma n.° 11 dos ^Elcmentos' de Euclides. Quando 
duas retas sao cortadas por uma transversal, estas duas reias se 
encontram sempre do lado em que a soma dos Angulos colaterais- 
internos 4 menor do que dois Angulos retos. 

Se 6stes dois A forem suplementares, os outros dois cola- 
terais-internos, situados do outro lado da transversal, tamb4m 
serao suplementares e, neste caso, onde se encontrarao as retas 
AB e CD, que sao duas retas distintas ? Ou nao se encontram, 
ou deverao encontrar-se em dois pontos X e Y, situados respeetiva- 
mente de um lado e do outro da transversal MN, e a uma dis- 
t&ncia infinitamente grande desta transversal. Entao as retas AB 
e CD, sendo complanares e encontrando-se no infinito, sao ||. 

105. Forgoes de paralelas entre paralelas. Sejam duas 
11 AB e CD, cortadas por outras duas II AC e BD. (fig. 53) 

TEOREMA. Forgoes de paralelas entre paralelas sao 



iguais. 

„ / AB II CD 
l AC II BD 


f AB=CD 
r - l AC-BD 


Tracemos o segmento AD e compare 
mos os A ABD e ACD. 


E T AD = AD 

T ~ I A A 

> : 1 = 2 (alt.-int. formados pelas II AB e CD, etc..) 

] A A 

^ 3=4 (alt.-int. formados pelas II AC e BD, etc..) 

Fjg 53 A ABD = A ACD (l.° caso de igualdade de 

A quaisquer) 

Completando a marcagao teremos AB = CD e AC = BD. 
COROLARIO. Duas paralelas sao equidistantes. 


„ Consideremos as II EF e GH. (fig. 53) Se, por um ponto 

qualquer E, da primeira, tragarmos o segmento EG JL & segunda, 
ggte segmento EG serd a dist&ncia do ponto E a reta GH, ou 
SI do ponto G k reta EF. An&logamente o segmento FH, sendo 

11 

«!; 

Si. 
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J_ H GH, e, portanto, EF (3.® corolstrio do postulado de Euclides) 
serd a dist&ncia do ponto F k reta GH, ou do ponto H k reta 
EF. (§89, l.° teorema) Ora: 1 

Distancia de duas paralelas 4 o comprimento do segmento 
_L As duas, e por elas limitado. Mas, duas Js a uma mesnia reta 
sao II. (§101) Entao EG e FH, sendo A it GH, sao II. Mas, 
porgftes de II entre II sao iguais. Logo, EG = FH, isto 4, duas II 
silo equidistantes. 

106. Mais um lugar geometrico. Vamos resolver mais um 
problema de Geometria: dada uma reta AB, (fig 54) determinar 
um ponto situado a 5cm de AB. Por um ponto qualquer C, tracemos 
J_ AB. Em seguida, marquemos em CX dois segmentos, 
CD e CD com 5em, e pelos pontos D e D' tracemos MN e 
M'N' II AB. Desde que duas II sao equidistantes, qualquer ponto 
da reta MN ou M'N' dista 5cm da reta 
AB, e 4, portanto, uma solugao do proble- _! x 
ma proposto. E jora das retas MN e M'N', M n 

II A reta AB, nao existem pontos cuja distAn- ~ Zw 
cia A reta AB seja igual a 5 cm. Com efeito, a £ |C b 

sendo, com eviddncia, CE > CD, a dis-' * 

t&ncia do ponto E k reta AB 4 superior a m* !d* 

5cm ; sendo, com evidencia, CE' < CD, j 

a distancia do ponto E' k reta AB 4 in- Fig 54 

ferior a 5cm. 

f Ora, desde que qualquer ponto situado nas retas MN e 
M ' N ' II dista 5cm de AB, e desde que fora das retas MN e 
M N nao existem pontos situados a 5cm de AB, conclue-se que 
estas duas. retas MN e M'N' constituent um lugar geometrico. 

O lugar geometrico dos pontos de um 
piano, situados a uma distancia dada, de 
uma reta dada neste mesmo piano. 6 cons- 
tituido por duas paralelas k reta dada. 


Exercieios em elasse 

1. Dada uma reta AB e dois pontos F e Q situados fora da reta AB, 
determinar um ponto equidi.-tante dos pontos P e Q, e situado a 2cm da reta AB. 

2. Fragar um /_ MON com 45° e uma reta quaiquer A’B. Determinar 
um ponto situado a 2cm da rete AB, e equidistante dos lados do £ MON. 
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3, Determinar um ponto situado a 3cm de duas retas AB e CD que 
ee cortam. 

107. Angulos cujos lados sao paralelos. Coosideremos 
os A ABC e MON, cujos lados sao II, isto 4, AB II MO e BC II 

A/ VM NO - ( fi g- 55 ) 

V / TEOREMA, Dois angulos cujos 

// /// lados sao paralelos , sao iguais on 

2/0 — N suplementares. 

Z '-*— " 3 / 4 - — *■ Prolonguemos as semirretas OM 

/// n e ON at4 encontrarem as semirre- 

=£■ tag BA e BC, respectivamente nos 

/ A A 

Fig- 55 pontos F e E. Teremos : R = 1 

(correspondenteH formados pelas !! BC e FN, cortadas pela transversal AB); 

6 = 1 (correspondentes formados -pelas II AB e EM cortadas pela trans- 
versal FN). De B = 1 e 6 = 1 deduzimos B = 0. Portanto, 6stes 
dois A, tendo seus lados II, sao iguais. E observe-se que a3 
semirretas II BA e OM estao dirigidas no mesmo sentido, assim 

como as semirretas II BC e ON. 

Observagao. Sentido de uma semirreta 6 o sentido do movimento de um 
ponto que, partindo da origem da semirreta, percorre esta mesma semirreta, 
afastando-se da origem. N6s indicamos o sentido de uma semirreta com uma 
seta. (fig. 55) As semirretas || BC e ON sSo do mesmo sentido ; aa semirretas 
|| BC e OF sfio de sentidos contrarios. 

Entretanto, os A B e 2 tambem tem seus lados II. Prova- 
mos que B = 0. J& sabemos que 2 + 0 = 2 retos. (§8«) Logo, 

2+B = 2 retos, isto 6, os A B e 2, tendo seus lados II, sao supls. 
E observe-se que as semirretas II BA e OM estao dirigidas no 
mesmo sentido, ao passo que as semirretas I! BC e OF estao 
dirigidas em sentidos contrdrios. a a 

Os A B e 3 tamb4m t4m seus lados IS. Ja vimos que B = 0. 

E sendo 3 = 0 (o. p. v.) segue-se que B = 3, isto 6, os A B e 3, 
tendo seus lados II, sao iguais. E observe-se que as semirretas 
II BA e OE, estao dirigidas em sentidos contrarios, assim como 
as semirretas I! BC e OF. 

Finalmente, os A B e 4 tambem t4m seus lados II. Ja vi- 
mos que B = 0. E sendo 4 suplemento de 0, 4 sera tambem su- 
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plemento de B, isto 4, os A B e 4, tendo seus lados II, sao supls. 
E observe-se que as semirretas II BC e ON estao dirigidas no 
mesmo sentido, ao passo que as semirretas i! BA e OE estao 
dirigidas em sentidos contr&rios. 

Em resumo, quando dots A t4m seus lados II, s&o iguais 
ou supls. Sao iguais quando os lados II se dirigem no mesmo 
sentido ou em sentidos contraries ; 4 o que se d& com os A B 
e O ou B e 3. Sao supls. quando dois lados II se dirigem no 
mesmo sentido, ao passo que os outros dois se dirigem em sen- 
tidos contrarios ; 4 o que se da com os A B e 2, ou B e 4. 

Exerclcios. Repetir esta demonstragS-o conaiderando cada caso separa- 
damente e fazendo a figura de aeflrdo com o caao que se quer demonstrar. 

A 

108. Angulos cujos lados sao perpendiculares. Consi- 
deremos os A 1 e 2 cujos lados sao _fe, isto 6, AB ± EF e 
BC JL DE. (fig. 5G) 


TEOREMA. Dois Angulos cujos lados sao perpendi- 
culares, sao iguais ou suplementares. 


H f AB 1 EF 
l BC _L ED 



A A 

1 = 2 ou 


1 + 2 = 2 retos. 



Pelo v4rtice E do A DEF, trace- 
mos as semirretas EN e EM, respecti- 
vamente II ks semirretas BC e BA, e Fig - 56 

A A 

dirigidas no mesmo sentido. Entao, 1 = 3. (§107) 



Sendo EM II AB (eonstrugao) e EF + AB (hip.) entao EF 
JL EM. (Postuiado de Euclides, 3.° corolirio) Assim sendo, 0 A MEF 

A A 

4 um A reto ou 4 + 2 = 1 reto. 

Sendo EN II BC (construgao) e ED + BC (hip.) entao 
ED + EN. (Postuiado de Euclides, 3.” corol&rio) Assim sendo, O 

Z NED 4 um Z reto ou 4 + 3 = 1 reto. 

A A A A 

Sendo 2 eomplemento de 4, e 3 tamb4m complemento de 4, 

A A A A _ A A 

segue-se 2 = 3. Mas 3 = 1. (construgao) Logo, 1=2. 



f) 


0 

6 

a 

c 

Q 


9 

0 




182 


A R e t a 


183 


Elementos de Matemdtica 


Portanto, dois A cujos lados sao Js, sao iguais. Mas, 6 

tambdm tem seus lados Js aos lados de 2. E sendo 1 = 2, e os A 
1 e 5 sendo supls., conclue-se que o A 5 d suplemento do Z 2. 
Nestas condigQes, dois A cujos lados sao Js, sao iguais ou supls. ? 

E’ facil distinguir. Se amhos sao agudos nao podem, evi- 
dentemente, ser supls. ’, entao sao iguais. 0 mesmo sucede 
quando ambos sao obtusos ; sao tambem iguais. Entretanto, 
se um 6 agudo e o outro 6 obtuso, os dois sao supls. 

ObservasSo. Para exercfcios, vide E.M.T.A. do mesmo autor, s6rie 


XLV. 

109. 
A soma 


Soma dos angulos de um triangulo. TEOREMA. 
dos tres angulos de um triangulo retiUneo e 


sempre igual a dois angulos retos. 

H, { ABC 6 um A. 

T. { A+B+C=2 retos. 

Seja ABC (fig. 67) um A qual- 
- quer. Prolonguemos BC formando 
® assim o Z externo ACD. Pelo pon- 
to C tracemos CE II BA ; fica assim 
o Z ACD dividido em dois A, 4 e 5, em geral desiguais. 



J& sabemos que 3+4+5=2 retos (§86, 1* coroterio) Mas, 

4 = 1 (alt.-int. formados pelas I! AB e CE eortadas, etc..) 

5 = 2 (correspondentes formados pelas II AB e CE, etc..) 

Substituindo na primeira igualdade, teremos: 

3 -f* 1 -f- 2 = 2 retos . " . A + B + C = 2 retos 

D6ste teorema resultam numerosos coroldrios. 

I. Dados dois A, ABC e A'B'C', se A = A' e B = B , en- 
tao 0 = 0', isto 6, quando dois A tem dois A iguais, cada um a 
cada um, os terceiros A sao tamb6m iguais. 

Gragas a 6s te corol&rio, diremos daquf por diante que 
dois A sao iguais quando tern um lado igual e dois A quaisquer 
iguais, cada um a cada um. (§ 97, l.° case) Porque entao os 
terceiros A serao iguais e estarao preenchidas as condigoes exi- 
gidas pelo primeiro caso de igualdade de A. 


II. 0 Z externo de um A 6 igual d soma dos dois A inter- 

A A A A 

nos nao adjacentes. Com efeito, sendo 4 = 1 e 5 = 2, conclue- 
j se que 4+5 = l+2 . * . ACD = l+2. (fig. 57) 

III. 0 Z externo de um A 6 maior do que qualquer um dos 
A internos nao adjacentes. Com efeito, sendo ACD = 1+2, 
segue-se que ACD > 1 ou ACD > 2. (fig. 57) 

j IV. Duas II encontrando-se no injinito jormam um Z nulo. 

Sejam as II AB e CD (fig. 45, §101) que se encontram em um 
ponto X situado no infinito (a uma dist&ncia infinita) formando 
o A ACX. Sendo NCX um Z externo ao A ACX, teremos: 

NCX = CAX + X 

A ^ 

Mas, a soma NCX 6 igual a uma das parcelas CAX.(Sao dois A 
correspondentes formados pelas II AX e CX, eortadas peia transversal MN.) 
Entao, a outra parcela & nula, isto d, o Z X e nulo. 

V. Se um Z de um A 6 obtuso, os outros dois sdo agudos. 
Com efeito, se um dos A 6 maior do que um Z reto, a soma 
dos outros dois 6 menor do que um Z reto e, entao, 61es sao 
agudos. Ao A que tem um Z obtuso dd-se o nome de trian- 
gulo obtusangulo. 

VI. Se um Z de um A b reto, os outros dois sdo agudos 
e sao compls. Desde que um dos A 6 reto, a soma dos outros 
dois 6 igual a um Z reto ; portanto, 61es sao agudos e compls. 
Este A 6 o triangulo retangulo. 

VII. Os trts A de um A podem ser agudos. Dd-se a 6ste 
A o nome de triangulo acutangulo. 

Os tri&ngulos obtusangulos e acutdngulos sSo chamados 
tri&ngulos obliquangulos. 

f ’ 

VIII. Em um A equildtero cada Z vale dois tergos de um 
Z reto. (60° ou 66,6666 grados) 

Exerdcio te&rico. Dado um A ABC (fig. 57), prolongam-se os trfis 
lados nas seguintes condicSes: o lado AB, de A para B ; o lado BC, de B 
para C ; o lado CA, de C para A. Formain-se assim trgs A externos. Pro- 
var que a soma dfistes tres A 5 igual a quatro A retos. 

Qhscryagao. Para exercfcios, vide E.M.T.A. do mesmo autor, s6rie 
XLVI. 


184 


Elementos de Matematica 


110. Os quadrildteroa. Quadrildtero e o pollgono de quatro 
lados. (§95) 

Em um quadrildtero qualquer ABCD, dois lados que se en- 
contram em um mesmo v4rtice, sao ehamados eonsecutivos ; no 
caso contrdrio sao ehamados opostos. Os lados AB e AD ou BA 
e BC ou CB e CD ou DC e DA sao eonsecutivos ; os lados AB 



Fig. 58 


e CD sao opostos, assim como os 
lados AD e BC. An&logamente, os 
vertices A e B, situados nas extre- 
midades de um mesmo lado sao 
vertices eonsecutivos ; ao passo 
que os v&rtices A e C, nao situa- 
dos nas extremidades de um mes- 
mo lado, sao vertices opostos. 


Tamb4m os A sao eonsecutivos ou opostos ; os A A e B sao 


eonsecutivos, ao passo que os A A e C sao opostos. 

Um quadrilatero (ou um polfgono qualquer, excetuando o 
tridngulo), pode ser convexo ou edneavo. E’ convcxo quando, pro- 
longando-se indefinidamente qualquer um de seus lados, nos dois 
sentidos, o quadrilatero fica, situado de um mesmo lado d4ste 
lado prolongado ; o quadrilatero ABCD 4 convexo. (fig. 58) 
E’ edneavo quando, prolongando-se indefinidamente qualquer um 
dos seus lados, nos dois sentidos, o quadrilatero fica situado 
dos dois lados d&ste lado prolongado ; o quadrilatero EFGH 
4 edneavo. Uma secante corta um quadrilatero convexo somente 


em dois pontos. 

Um quadrilatero (ou um polfgono qualquer, excetuando o tri- 
Angulo) pode ser piano ou reverso. E’ piano quando todos os v4r- 
tices estao situados no mesmo piano ; 4 reverso no caso contrario. 
O quadrilatero ABCD 4 um quadrilatero piano., (fig. 58) Para 
compreender em que consiste um quadrildtero reverso, desonhemos 
o quadrildtero ABCD, recortemos a figura, tracemos a diagonal 
BD e, em seguida, coloquemos o quadrildtero s6bre o piano do 
quadro-negro, de modo que o A BCD coincida inteiramente com 
o piano. Se nao deixarmos o vdrtice A pousar no quadro negro, 
teremos diante dos olhos a imagem de um quadrilatero reverso. 


O tridngulo 4 sempre piano e convexo. 


Ohse.rvac/io . Nestas ligOes elementares de Oeomeiria plana estudare- 
mos sdmente polfgonos convexos e pianos. 
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111. Soma dos Angulos de um quadrildtero. E’ igual a 
quatro A retos, como 4 facil demonstrar. Em um quadrildtero qual- 
quer ABCD (fig. 58) traga-se uma diagonal BD ; o quadrildtero 
fica decomposto em dois A, ABD e CBD. A soma dos trds A de 
um A 4 igual a dois A retos (§112); portanto, a soma dos A dos 
A ABD e CBD 4 igual a quatro A retos. Mas os A dos A ABD 
e CBD sao, evidentemente, os A do quadrilatero ; logo. . . 

112. O paralelogramo. Devido k natureza de seus 

elementos principal, isto 4, lados e A, os quadrilateros tdm 
denominagOes especiais : paralelogramo, retangulo, losango, 

quadrado, trap4zio e quadrildtero qualquer. 

Paralelogramo e um quadrildtero ^ ^ 

cujos lados opostos sao paralelos. Es- 3 1 II — — y 

ta afirmagao nao 4 um teorema, nao 4 jf* \ J- , t 
uma verdade que exige demonstragao X a\<f/ 

6 uma dejinigdo. A fig. ABCD (fig. 59) A " B 
4 um quadrilatero no qual os lados opostos Fig ' 59 

sao II ; por este fato recebe o nome especial de paralelogramo. 
Se um quadrilatero dado 4 Um O, n6s podemos afirmar que 
seus lados opostos sao II ; para provar que um quadrildtero 4 
um O, deveremos provar que seus lados opostos sao II. 

TEOREMA. Em urn paralelogramo, os lados opostos 
sao iguais, e os dngulos opostos sao iguais. (fig. 59) 


/ AB II CD 
\ AD II BC 

( AB = CD e AD = BC 
\ A = C e B = D 


Tracemos uma diagonal 
qualquer BD (§ 97 , exerdcios 
em classe, regra) e comparemos 
os A ABD e BCD. 


1=2 (alt.-int. formados pelas II AD e BC, cortadas, etc..) 

A A 

3=4 (alt.-int. formados pelas II AB e CD, cortadas, etc..) 

A ABD = A BCD (l.° caso de igualdade de A) 

Completando a marcagao dos elementos iguais (§97, fig. 39) 
teremos AB = OD, AD=BC e A = C. 
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Resta provar que B = D. Jk vimos que 1 = 2 e 3 = 4. So- 

A A A A A A 

mando estas igualdades teremos 14-3 = 2 + 4 B=D. 

O teorema que acabamos de demonstrar tem duas conclu- 
s5es distintas : em urn O os lados opostos sao iguais ; ern um O 
os A opostos sao iguais. Temos, pois, duas reefprocas a demonstrar. 

PRIMEIRA RECIPROCA. Se os lados opostos de um 
quadril&tero sao iguais, este quadrilatero e um paralelo - 
gramo. 

f AB = CD _ r AB II CD 

l AD = BC 1 * 3 * l AD II BC 


Observacao. Nfio esquegamos que, para provar que um quadrilatero 
6 um O devemoa provar que seus lados opostos sao ||. 

Consideremos o quadrildtero ABCD (fig. 59), tracemos a 
diagonal BD e comparemos os A ABD e BCD. 

\t> p-r» \ ! Completando a marcagao 


AB = CD (hip.) 

AD = BC (hip.) 

BD = BD 

A ABD = A BCD (3.° caso) 


dos elementos 
fig. 39) : teremos : 


iguais (§97, 


1 = 2 

A A 

3 = 4 


Temos 1 = 2. Mas 6stes dois A sao alt.-int. formados pelas 
retas AD e BC, cortadas pela secante BD ; se eles, os A 1 e 2, 
sao iguais, elas, as retas AD e BC, sao II. (§103, l. a recfproca) 

A A 

Temos 3 = 4. Mas 6stes dois A sao alt.-int. formados pelas 
retas AB e CD, cortadas pela secante BD ; se 6'es, os A 3 e 4 
sao iguais, elas, as retas AB e CD, sao II. 

E, se os lados opostos do quadrilatero ABCD sao II, 6ste 
quadrilatero 4, por definigao, um O. 

Observagao. A demonstragao desta recfproca nos ensina mais uma regra 
muito dtil para demonstrar teoremas. 

Regra. Para provar que duas retas sao ||, prova-se que os A alt.-int. 
ou alt.-ext. ou correspondentes formados por estas retas quando cortadas 
por uma transversal, sao iguais ; ou entao prova-se que os A col.-int. ou 
col.-ext. sao supls.. 

SEGUNDA RECIPROCA. Se os angulos opostos de um 
quadrilatero sao iguais, este quadrilatero e um paralelo- 
gramo. 
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[ B = D I AD II BC 

Consideremos o quadrilatero ABCD. (fig. 59) Por hipotese... 


A = C 

A A 

B = D 


A+B=C+D 


A = C 

A A 

D = B 


. A+D = B+C 


Entretanto, A-fB + C+D=4 retos. (§111) Logo, 

A+B = 2 retos e A+D = 2 retos. 

Os A A e B sao supls. e sao col.-int. formados pelas retas 
AD e BC, cortadas pela secante AB ; se 61es, os ^AeB sao supls., 
elas, as retas AD e BC, sao II. (§103, 4.» reciprocal 

Os A A e D sao supls. e sao col.-int. formados pelas retas 
AB e CD cortadas pela secante AD ; se 61es, os A A e D sao 
supls., elas, as retas AB e CD sao II. 

E, se os lados opostos do quadril&tero ABCD sao II, 6ste 
quadrildtero 6, por definigao, um £7. 

Observagao. Um O tem dois A agudos e dois A obtusos, 

sujeitos Os relagSes ja conhecidas : A = C, B = D, A + B = 

A A 

2 retos, A + D = 2 retos, etc.. Como caso particular, os 4 A 
podem ser retos. 

COROLARIO. Se dois lados opostos de um quadrilh- 
tero sao iguais e paralelos, este quadril&tero e um para- 
lelogramo. 

r ^3 = Cj) j Consideremos o quadrilatero ABCD. 

H ' L AB II CD [ 59 ) Temos AB || CD (hip.) ; logo, 

r i para provar que 6ste quadrilatero 4 um 

1. j AD II BC J £ bastante provar que AD II BC. 

Tracemos a diagonal BD e comparemos os A ABD e BCD. 
AB = CD (hip.) 

BD = BD 


4 = 3 (alt.-int. formados pelas || AB e CD, cortadas, etc..) 

A ABD = A BCD (2.° caso de igualdade de A) 
Completando a marcagao dos elementos iguais, teremos 

A A 

1 = 2. Mas Dstes dois A sao alt.-int. em relagao &s retas AD e 
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BC, cortadas pela secante BD. Se dies, os ' A l e 2, sao iguais, 

elas, as retas AD e BC, s&o ll. \unr> II dste 

E, se os lados opostos do quadnl&tero ABCD sao 11, este 

quadril&tero 6, por definigao, um O. , , Aihiri de 

4 Rise de um O 6 qualquer um de seus lados. Altura 

urn a (, o seemento retiltoeo X & base, tra ? ado por qualquer 
ponto da base~ oposta e limitado por estas mesmas bases 
p Cousiderando o □ ABCD, se tomarmos o >“1^0 
base, a altura pode partir de qualquer ponto do lado CD. 


Exercicios em class© 

, _ , ■ m sSo ieuais quando tem dois lados consecutivos 

}• Ppovar fE e o / por Q eles formado tambSm igual, isto 6, 

iguais, cada um a cada utfl, ® ** 

AR = A'B’ AD=> A'D', A -A', (fig- 59) 

9 n»r!n nm l~7 ABCD (fig. 59) tomar como base AB, tragar dims a - 
2. Dado um Q ABtUTO ^ D e prova r que sao iguais. 

tura8 ’ Td'H n ABCD X S»JL como ba« o Wo BC, t„c«, duo. 
^ ^ U PooB, D . provo, ,ue «o ,qu.„. 


4. Constrair um O ABCD a»do AB-7cm, AD -5cm c A-48” 

5. Conatruir „„ O ABCD «ndo AB-7cm, A-64", . .endo . oltu- 
ra relativa ao lado AB, igual a 5cm. 

113. As diagonals do paralelogramo. Um O qualquer 
ABCD (fig (50) tem somente duas diagonals, AC e D . 

TEQREMA. Em um para- 

~^pf C lelogramo as diagonals se divi- 

P / ^ j dem mutuamente em partes 

/ / iguais. 

/ / r AB 11 CD 

j 5 H. \ AD II BC 


Fig. 60 


AD 11 BC 

MA = MC 
MB = MD 


Consideremos o O ABCD e tracemos as diagonals AC e 
BD Equals se cortam no ponto M. Em ^gu.da compare- 
mos os A AMB e CMD. (§97 , exercicios em classe, regra) 

B = CD como lados opostos de um O 
1 = 2 (alt.-int. formados pelas il AB e CD, cortadas, etc..) 

3 — 4 (alt.-int. formados pelas 11 AB e CD, cortadas, etc..) .* • 
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A AMB - A CMD (1 .* caso de igualdade de A) 

Dois A sendo iguais, a lados iguais se op6em A iguais e 
reclprocamente. Logo, MA — MC e MB = MD. 

RECIPROCA. Se as diagonals de um quadrild tero se 
dividem mutuamente em partes iguais , este quadrilatero 
& um paralelogramo , 

tt f MA = MC T r AD il BC 

1 MB = AIT) { AB ll nr> 


Consideremos o quadrilatero ABCD (fig. 60) e tracemos 
as diagonais AC e BD, as quais se cortam no ponto M. Em 
seguida, comparemos os A AMB e CMD. (§ 112 , regra) 


MA = MC (hip.) | Completando a marcagao tere- 

MB = MD (hip.) ! mos 1=2, 3 = 4 e AB = CD. Mas 

* c _ e / \ ! os J 1 e 2 sao alt.-int. formados 

— (o. p. v.) 1 p e j as re tas AB e CD, cortadas pela 

A AMB = A CMD (2.° caso) ! transversal AC. Se <Mes, os A 1 

e 2, sao iguais, elas, as retas AB 
e CD sao 11. (§ 103 . E* recfproca) Provamos tamfodm que AB = CD. 
Ora, sendo AB = CD e AB 11 CD, o quadrilatero ABCD d um O. 

(§112, eoroIArio) 

Chama-se centro de vm paralelogramo o ponto de intersec- 
gao de suas diagonais. O ponto M (fig. 60) d o centro do O ABCD. 
A denominagao de cenbo do O, dada ao ponto M, provdm do 
seguinte fato : traqando-se pelo ponto M , um segmento qualquer 
PQ, limitado pelos lados do mesmo EJ, 0 ponto M divide isle seg- 
mento em dois segmentos iguais. 

Deixamos acs estudantes, como exercfcio, o prazer de pro- 
varem que MP = MQ. 

Observagao. Ficou demonstrado que os lados e os d opos- 
tos de um O sao iguais ; que as diagonais se dividem iniltua- 
mente em partes iguais ; que qualquer segmento retilfneo PQ, 
que passe pelo centro M do O, fica dividido em duas partes 
iguais: MP = MQ. Ora, estas propriedades todas do O podem 
ser vori fica das concretamente, procedendo-se do seguinte mo- 
do. Sobre o O ABCD (fig. 60) coloca-se uma folha de papel 
transparente que se imobiliza com um alfinete cravado no 




ponto M. Decalca-se (copia-se) toda a figura. Em seguida 
faz-se a copia girar em torno do ponto M, que fica imdvel, 
at6 que o ponto C coincida com o ponto A. E entao o estu- 
dante verd que : 

I. AB = CD e AD = BC 

A A A A 

II. A = C e B = D 

III. MA = MC e MB = MD 

IV. MP = MQ 

Observagao. Esta verificagao 6 neccssdria, tem de ser feita, se o estu- 
dante quiser entender o pardgrafo seguinte. Conv6m observar que, durante 
o movimento de rotagao do segmento MC, Be o ponto M permanece im6- 
vel, se- o segmento MC 6 invari&vel, entao o ponto C eoincidird com o ponto 
A, depois de descrever a metade de uma circunfeiAncia, isto um arco de 
180°. Dar-se-4 o mesmo com os pontos A, B e D. Dizemos, em Geometria 
• que a Hgura execulou uma rotagao de 180°. 

Exercicios em classe 

1. Construir um O ABCD (fig. 60) sendo AC - 8cm e BD = 6cm 

Quantas solugSes? Por que? _ * 

2. Exercicio an&logo ao anterior, sendo A MB — 50 . 

3. Construir um EJ ABCD (fig. 60) sendo AB = /cm, BG=5cm e AC 
lOcin. 

4. Construir um EJ ABCD (fig. 60) sendo AB = 8cm, AC — 11cm, e 
com 5cm de altura. 

114. Simetria em relagao a um ponto. No O ABCD 
(fig. 60) vimos que o ponto M 6 o centro dos segmentos AC, 
BD e PQ, e de qualquer segmento retilineo passando por M 
e tendo suas extremidades situadas nos dois lados opostos do 
rr~ mesmo O. Os pontos A e C sao chamados simetricos em relagao 

, ao ponto M, assim como os pontos B e D, P e Q, etc.. 

Dois pontos PeP' sao simetricos em relagao a um ponto dado 
f M, quando o ponto M to meio ou o centro do segmento PP'. 0 

I ponto M recebe o nome de centro de simetria. NoD,o ponto 

de intersecgao das diagonais 6 um centro de simetria porque, 
1 em relagao a fete ponto, qualquer ponto situado no perimetro 

I do D tem sempre um ponto sim6trico, no mesmo perfmetro. 
O centro de uma O 4 tambfen um centro de simetria porque, 

II em relagao a fete centro, qualquer ponto situado na O tem 

li sempre um ponto simferico na rnesma O ; tragando-se um did- 

II s 

Rfj? ■ 

I! . .*■ • " 
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metro CD em uma O qualquer, as suas extremidades, isto 6, 
os pontos C e D, sao dois pontos simetricos em relagao ao 
ponto O porque fete ponto 6 o centro do segmento CD. 

Consideremos os A ABC e A'B'C' (fig. 61) e suponbamos 
que os pontos A e A' sao simetricos em relagao ao ponto M, 
assim como os pontos B e B' e os pontos C e C'. Portanto, 


AA' e um segmento retilfneo ; 
MA = MA'. 


BB' e um segmento retilfneo ; 
MB = MB'. 

CC' e um segmento retilfneo ; 
MC = MC'. 
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Fig 61 


Seja P um ponto qualquer situado no lado AC do A ABC. 
Vamos demonstrar que existe no lado A'C' do A A'B'C', um 
ponto P que e o simetrico do ponto P, em relagao ao ponto M. 
Tracemos os. segmentos retilfneos AC' e CA'. No quadrildtero 
ACA C . as diagonals AA' e CC' se dividem mfltuamente em par- 
tes iguais. (hip.) Logo, fete quadrilatero e um O. (§112, recfproea) 
Ora, se tragarmos o segmento PMP', teremos MP=MP'. (§113) 
Portanto, os pontos PeP' sao simetricos em relagao ao ponto 
M, isto 6, sendo P um ponto qualquer situado no A ABC, existe 
sempre no A A'B'C' um ponto P' simdtrico do ponto P, em 
relagao ao ponto M, e os A ABC e A'B'C' sao simfericos em 
relagao ao ponto M. 

Observagao. AC = A'C' como lados opostos do EJ ACA'C' • AB=*A'B' 
como lados opostos do Q ABA'B' ; BC~B'C' como lados opostos do O 
BCB'C'. Donde A ABC = A A'B'C'. (3.» caso) 

Duas figuras geometricas sao simetricas em relagao a 
um ponto dado M (fig. 61) quando, em relagao a este ponto 
M, um ponto qualquer P, situado na primeira figura, tem 
um ponto simetrico P', situado na segunda. 

’ ® xposto se conclue q«e, para construir a figura simferi- 

ca de AC, em relagao a um ponto dado M, d bastante construir 
os pontos simetricos de A e C ; logo, a figura simferica de um 
segmento retiiineo AC, cm relagao a um ponto dado M, <§ tam- 
bem um segmento retilineo A'C'. Para construir a figura si- 
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metrics de um A qualquer ABC, em relagfio a um ponto dado 
M, fi bastante construir os pontos simfitricos de A, B e C ; logo 
a figura simfitrica de um A fi outro A ; de um Z. fi oatro > 
de um O fi outro O, etc.. 

115. Igualdade e simetria. Os A ABC e A'B'C' (fig- 61) 
serao iguais ? Duasjiguras geometricas sao iguais quando 6 possivel, 
colocando uma sobre a outra, jazer com que todos os pontos de uma 
coincidam com todos os pontos da outra e reciprocamente. (§ lbd) 

Sendo os dois A ABC e A'B'C' (fig. 61) simfitricos em relagao 
ao ponto M do piano em que files estao situados, a sua coincidfincia 
se faz de um modo muito simples. Imprime-se ao A A B G um 
movimento de rotagao em torno do ponto M, centro de simetria 
dos dois A ; quando o segmento MA' coincidir com o segmcnto 
MA o que fi possivel, porque MA' = MA, a figura MA B O 
tera realizado uma rotagao de ISO* (§ 113, observagao) e com- 
cidira com a figura MABC. (Por hip., temos tambfim MB = MB 
e MC' = MC.) E assim o A A'B'C' coincide com o A ABC ; 

logo, fistes dois A sao iguais. . , 

A igualdade de duas figuras pianas e simfitricas em relagao 
a um ponto M situado no mesrno piano em que elas se acbam 
6 sempre direta porque, como acabamos de ver, 6 sempre possivel 
fazer com que elas concidam, sem que nenhuma delas abandone 
o piano comum. Esta igualdade fi ainda direta porque as duas 
figuras iguais sao do mesmo sentido. ( § 16a) 

116. Simetria em relagao a uma reta. Dots pontos 
sao simetncos em relagao a uma reta dada, quando esta 6 a 
mediatriz do segmento retiUneo que liga os dois pontos dados. Os 
pontos A e A' sao simfitricos em relagao k reta MN (fig. 62) 
porque esta reta fi a mediatriz do segmento AA . A reta MN 
recebe o nome de eixo de simetria. Dado um ponto qualquer 
A situado fora de uma reta MN, se quisermos construir o 
ponto A' simfitrico de A em relagao k MN, fi bastante tra- 
gar AP ± MN, prolongar AP e tomar um segmento PA -AP. 
O ponto A' sen! o ponto simfitrico de A em relagao k MN. 






Consideremos os A ABC e 
A'B'C' (fig. 62) e suponhamos que 
os pontos A e A' sao simfitrieog em 
relagao & reta MN, assim como os 
pontos B e B' e 03 pontos C e C', 
Portanto, 

r AA' .1 MN ; PA = PA' 

H. 1 BB' JL MN ; RB = RB' 

l CC' ± MN ; QC = QC' 

Seja D um ponto qualquer si- 
tuado no lado AB do A ABC. Va- 



mos demonstrar que existe no lado Fig - 62 

A'B' do A A'B'C', um ponto D' simfitrico do ponto D em relagao 
& reta MN. Tracemos o segmento retilfneo DS _L MN e prolon- 
guemos este segmento atfiencontrar A'B' no ponto D'. A reta MN 
divide o piano onde estao situados os dois A, em dois semipianos. 
Fagamos o semipiano direito girar em torno de MN, atfi coincidir 
com o esquerdo. Os A MPA', MQC' e MRB' sendo retos (hip.) 
os segmentos PA', QC' e RB' coincidem, respectivamente, em di- 
regao, com os segmentos PA, QC e RB ; mas, sendo PA' = PA, 
QC =QC e RB' = RB (hip.) os pontos A', B' e C' coincidem 
com os pontos A, B e C. Logo, o A A'B'C' coincide com 0 A 
ABC e o lado A'B' coincide com o lado AB. Donde resulta 
que 0 ponto D' deve coincidir com um ponto qualquer do 
lado AB. 


Mas MSD = MSD' (construgSo) ; logo, 0 segmento SD' coinci- 
de, em diregao com o segmento SD e o ponto D' deve coincidir 
com um ponto qualquer de SD ou do seu prolongamento. Nestas 
condigoes, se o ponto D' deve coincidir com um ponto qualquer 
de AB e um ponto qualquer de SD, entao coincide com 0 ponto D. 
Segue-se que SD = SD'; e sendo MN _L DD', os pontos D e 
D' sao simfitricos em relagao fi. reta MN. 


Observagao. Ficou provado ao mesmo tempo que A ABC ■= A A'B'C' 
sendo AB = A'B', AC = A'C' e BC = B'C'. 

Duas figuras geometrieas sao simfitricas em relagao a 
uma reta dada MN (fig. 62) quando, em relagao a esta reta 
MN, u in ponto qualquer D, situado na primeira figura tem 
um ponto simfitrico D', situado na segunda. 


' 4 

: 4 

A 

1 

A 

j 

4 

I 
i 

\ 

i 

•>: 

j: 

j: 

Jj 

H 

; 'll 
li 

II 
M 
!» 

■ .11 

.4 

n 

41 

■ H 

it 

n 

' H 
it 

Y* 

]> 

w 



194 


Elementos de Matemdtica 


Portanto, para construir a figura simdtrica de um seg- 
ments AB, em relagao a uma reta dada MN, 4 bastante cons- 
truir os pontos sim6tricos de A e B ; logo, a figura simetrica 
de um segmento retilineo AB, em relagao a uma reta dada MN, 

6 tamb4m um segmento retilineo A'B'. Para construir a figura 
simetrica de um A qualquer ABC, em relagao a uma reta dada 
MN 4 bastante construir os pontos sim4tncos de A, B e C. 
Logo, a figura simetrica de um A 6 outro A; de um Z e outro 
Z ; de um quadrildtero 4 outro quadrildtero, etc.. 

Assim, fazendo o semipiano direito girar em torno.de MN, 
at6 coincidir com o semipiano esquerdo, duas figuras planas, 
sendo sim6tricas em relagao a isle eixo, coineidirao e serao, por- 
tanto, iguais. Entretanto, a igualdade entre estas duas figuras 
6 inversa. Com efeito, elas sao de sentidos opostos (§ 163) e 4 
impossfvel faze-las coincidir sem o rebatimento de um semlplano 
sobre o outro. 

117. O retangulo. Em um O ABCD (fig. 60) dois A 
opostos sao iguais e dois A consecutivos, isto 4, adjacentes a 
um mesmo lado, como, por exemplo, os A A e B, sao supls. Em 
geral, os quatro A sao agudos e obtusos ; A e C sendo agudos, 
B e D sao obtusos. 


TEOREMA. Se um Angulo de um paralelogramo & 
reto, os outros tres angulos tambem sao retos. 

r AB II CD 

x> — H: J II BC 

l A = 1 reto 

T. { Os A B, C e D sao retos. 
a LZ__ a f .^ ra ABCD ( fig 63 ) 4 um 

Fig. 63 a a 

(hip.) Logo A = C. Mas o Z A 4 
reto, donde o Z C tamb4m 4 reto. Os A A e D sao supls. 
porque sao col.-int. formados pelas II AB e CD, cortadas pela 
transversal AD. Mas o Z A 4 reto ; entao o Z D, sendo su- 

plemento do Z A, tambem 4 reto. Finalmente, sendo D = B, 
- e o Z D sendo reto, o Z B tamb4m 4 reto. 

O O cujos quatro A sao retos 4 chamado retdngulo. 
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„ Retangulo e um paralelogramo cujos quatro angulos 
sao retos. 

Se o retdngulo 4 um O possue, entao, todas as suas proprie- 
aades ; seus lados opostos sao iguais, seus A opostos sao iguais, 
dois A consecutivos sao supls., suas diagonais se dividem mh- 
tuamente em partes iguais. 

Mas o retdngulo tern uma propriedade que o O nao tern. 

TEOREMA. As diagonais de um retdngulo sao iguais . 

H. { ABCD 4 um retdngulo. T. { AC = BD 

Comparemos os A ABC e ABD. (fig. 63) 

A T> A n 


BC — AD (lados opostos de um /~7 ) 

A — B (ABCD 6 um retdngulo, portanto A = B) 

A ABC = A ABD (2.° caso de igualdade de A) 

AC = BD 

_ RECfPROCA. Se as diagonais de um paralelogramo 
sao iguais , este paralelogramo 4 um retangulo. 

H. / ABCD 4 um O. T / ABCD 4 um 

\ AC — BD. ' y retdngulo. 

Comparemos os A ABC e ABD. (fig. 63) 


AB 
BC 
AC 
A ABC 

A 

A 


— AD (lados opostos de um O) 

= BD (hip.) 

= A ABD (3.° caso de igualdade de A) 


i ^i aS A^ teS ^ 1S A s5 ° su P ls - Porque sao col.-int., formados 
pelas II AD e BC, cortadas pela transversal AB ; sendo iguais 
e supls., sao retos. Logo, a figura ABCD 4 um retdngulo. 

Base de um retdngulo 4 qualquer um de seus lados. Air 
tura de um retdngulo 4 o segmento ± k base, tragado por qual- 
quer ponto da base oposta. Em um retdngulo ABCD, tomando 
como base o lado AB (fig. 63) a altura sera AD ou BC, porque 
Sstes segmentos sao A AB. Tomando como base AD, a altura 
sera AB ou CD, pela mesma razdo. 
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Chamam-se dimensdes de urn reMngulo, os comprimentos de 
dois lados consecutivos. Medindo os lados AB e AD do retangu o 
ABCD (fig. 63) obteremos as dimensoes do mesmo retangulo. 

O ponto de interse§ao das diagonals de um retangulo, isto 
A, o ponto M (fig. 63) 6 um centro de simetria. 

Exercicios em classe 

1. Provar quo dois ret&ngulos sao iguais quando torn dois lados con- 
secutivos iguais, cada um a cada um. . , , 

2 Dados um retfingulo ABCD e um ponto qualquer M situado fora 
do retangulo, construir o retdngulo simdtrico em relagao ao ponto M. 

3. Dados um retflngulo ABCD e uma reta qualquer MN que nSo o 
atravessa, construir o retAngulo sim6trico em relaqfio h reta MN. 

4. Construir um retdngulo aendo AB = 7cm e AD =■ 5cm. 

5. Construir um ret&ngulo tendo para diagonal AC “7cm. CJuantas so- 

lu^ 6 ^? Co^tndr ? um °retdngulo tendo para diagonal AC = 7cm e sendo o 

Z d ?! SST'n.lSo ABCD (fig. 63 ) s e»do AB-5cm e AC-7.». 

118. O losango. Os lados opostos de um O sao I! dois 
a dois e’ iguais dois a dois. A’s vSzes, os quatro lados de um O 
B ao iguais. (fig. 64). Damos a 6ste O o nome de losango. 

c Losango 6 um paralelogramo 

— ■"* cujos quatro lados sao iguais. 

/ \ Jr/ Se 0 losango 6 um °> Possue, 

/ / entao, todas as suas propriedades ; 

/ / seus lados e A opostos, sao iguais, 

fey/T v/ dois A consecutivos sao supls., suas 

— SA/b diagonals se dividem miltuamente em 

Fig. 64 partes iguais. Mas o losango tern 

propriedades que o O nao tern. 

TEOREMA. As diagonals de um losango sao perpen- 
diculares entre si e sao bissetrises dos Angulos do losango. 

p AC ± BD 


Fig. 64 


r f ABCD 6 um O. 
L l AD = DC 


Comparemos os A AMD e CMD. 
AM = MC (§H6) 

DM = DM 


1=2, 3 = 4 

A A A A 

5=6, 7 = 8 
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i- 


F 


AD — DC (lap.) 

A AMD = A CMD (3.° caso de igualdade de A) 

Os dois ^A sendo iguais, a lados iguais se opQem A iguais. 

Portanto, AMD = CMD. Ora, se a diagonal DB encontra a dia- 
gonal AC formando com esta dois A adiacentes iguais. DB 6 
_L k AC (§83), ou AC ± k BD. 

Se os A AMD e CMD sao iguais, entao 1 = 2 donde se 
conclue que BD^ a bissetriz do Z D. De modo an&logo se 

provard que 3 = 4, 5 = 6 e 7 = 8. 


PRIMEIRA RECfPROCA. Se as diagonals de um paralelo- 
gramo sao perpendicular es entre si, este paralelogramo A um 
losango ABCD 

H * l AC I BD T. { AB = BC 


Comparemos os A AMB e CMB (fig. 64). 
AM = CM (§116) 

BM = BM 


AMB = CMB (hi P .) 

A AMB = A CMB (2.« caso de igualdade de A) 

Portanto, AB = BC, e o O ABCD 6 um losango. 

SEGUNDA RECfPROCA. Se uma diagonal de um para- 
lelogramo A bissetriz de dois Angulos opostos do para- 
lelogramo, este paralelogramo A um losango. 

T ABCD 6 um O. 

H i 1=2, 5 = 6 T - t AB=AD 


Se o quadrilatero ABCD (fig. 64) A um O, entao B = D 
A A A A 

. B D , B A D A aa 

A § ■' ~2 = Y' Mas y=6 e Y = 1 <“*•> • • • 1 = 6. Sendo 

1 ® segue-se que, no A ABD, AB = AD. (§97, recfproca) 

A base e a altura de um losango se definem como a base 
e a altura de um ZZ7. 

Exercicios em classe 

1. Provar que dois losangog sao iguais quando t6m um lado igual e 
am A tambem igual. 

2. Provar que o ponto de intersecgao das diagonais de um losango 
a um centro de simetria. 
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3. Provar que a diagonal de um loaango 6 um eixo de simetria. 

4. Dados um losango ABCD e um ponto qualquer M situado fora do 
iosango, construir o losango sim6trico cm relagSo ao ponto M. 

5. Dados um losango ABCD e uma reta qualquer MN situada fora 
do losango, construir o losango sim6trico em relagao k reta MN. A 

6. Construir um losango ABCD (fig. 64) sendo AB = 6cm e A =63°. 

7. Construir um losango ABCD (fig. 64) sendo AC = 8cm e BD=5cm. 

8. Construir um losango ABCD (fig. 64) sendo AC = 8cm e AD => 7cm. 

9. Dado um losango ABCD (fig. 64) tomar como base o lado BC e tra- 

5ar duaa alturas, uma pelo ponto B e outra pelo ponto C ; provar que as duas 
alturas sao iguais. 

119. O quadrado. Consideremos o O ABCD (fig. 65) e 
Biiponhamos que os quatro lados sao iguais e os quatro A sao 
retos. Portanto este O 4, ao mesmo tempo, um ret&ngulo e 
um losango, e tem o nome particular de quadrado. 

Observagao. Embora o quadrado seja, de fate, um losango, reserva-se 
o nome de losango ao quadrilatero que tem os quatro lados iguais, sem ter os 
quatro Angulos iguais. 

0 quadrado reiine todas as propriedades do retangulo e 
do losango, a saber : 

I. Os quatro A sao retos. 

II. Os quatro lados sao iguais. 

III. As diagonals sao iguais. 

IV. As diagonals sao Js entre si. 

V. As diagonais sao bissetrizes dos A do quadrado. 

c Quadrado e o quadrildtero cujos 

quatro lados sao iguais e cujos quatro 
angulos sao retos. 

A base de um quadrado 4 qualquer um 
de seus lados, por exemplo AB. (fig. 65} 
b Entao a altura sera um dos lados consecuti- 
ve- 65 vos, isto 4, AD ou BC. (§112) Sendo ABCD 

um quadrado, a base 4 igual k altura, isto 4, as dimensoes de 
um quadrado sao iguais. 

0 quadrado 4 a unidade de drea universalmente adotada. 
Como unidade de area toma-se um quadrado cujo lado seja a 
unidade de comprimento. Assim, o metro quadrado 4 o quadrado 
cujo lado tem um metro de comprimento. 
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E’ facil demonstrar de um modo concreto que, se o lado 
do quadrado ABCD mede, por exemplo, 15cm, 4ste quadrado 
cont4m 15X15 ou 15 2 centimetros quadrados. Portanto, para 
calcular a area de um quadrado, 4 bastante medir o compri- 
mento de um de seus lados e multiplicar o numero obtido por 


si mesmo, isto 4, calcular a segunda potMcia do numero obtido. 
Eis por que as expressoes 7 2 , 15 2 , a 2 , sao chamadas, em Mate- 
m&tica, quadrado de 7, quadrado de 15, quadrado de a, etc.. 


Exercicios em classe 

1. Provar que dois quadrados sSo iguais, quando tSm um lado igual. 

2. Provar que o ponto de interseegao das diagonais de um quadrado 
6 um centra de simetria ; provar que a diagonal 6 um eixo de simetria. 

3. Dao-se um quadrado ABCD e um ponto qualquer M situado fora 
do quadrado ; construir o quadrado sim^trico em relagao ao ponto M. 

4. Dao-se um quadrado ABCD e uma reta qualquer MN situada fora 
do quadrado ; construir o quadrado simdtrieo em relagao k reta MN. 

5. Construir um quadrado cujo lado mega 6cm. 

6. Construir um quadrado cuja diagonal mega 8cm. 

7. Dado um quadrado ABCD (fig. i 5) tragam-se as diagonais ; provar 
que os quatro A sao retAngulos, sao isdscales e sao iguais. 

120. O trapezio. Ja foi definido. (*) 

A base de um trap4zio nao 4 qualquer um de seus lados, 
como acontece com o O, o ret&ngulo, o losango e o quadrado ; 
a base de um trapteio 6 um de seus lados II. Um trapezio qual- 
quer ABCD (fig. 66) tem duas bases porque tem somente dois 
lados II ; estas duas bases nao podem ser iguais porque, sendo 
II, se fossem iguais, a figura ABCD seria 
um O. (§112, coroldrio) Para distinguir as 
bases de um trapezio 4 bastante dizer 
base maior e base menor. No trapezio 
ABCD, AB 6 a base maior e CD 4 a 
base menor. 

Altura de um trapezio 4 o segmento 
retilfneo _L as duas bases e por elas limi- 
tado. No trap&rio ABCD o segmento DR 

ou CS, ± &s bases, 4 a altura do trap4zio. No trap4zio retangulo 
n m lado se ndo JL ks bases pode representar a altura do trap4zio. 

(*) E.M.P.V. §38. 
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Mediana de um trapdzio d o segmento retillneo que liga os 
meios dos lados nao II. No trapdzio ABCD, se MA = MD e 
NB = NC, entao MN d a mediana do trapdzio. DA-se tambdm 
& mediana de um trapdzio o nome de base media. Adiante ve- 


remos por que. 

TEOREMA. Em um trapessio isdsceles, os Angulos adja- 
centes a cada uma. das bases sao igums. 

TT / ABCD e um trapdzio. 

D C \ AB || CD ; AD = BC 

f\ \ A A A A 

/ \ \ T. { A = B ; C = D 

/ \ ,\ Pelo vdrtice D tracemos DM |] BC. 

A 1 T\ L\ Sendo AB || CD (hip.) e DM || BC 
A M B (construgao) o quadrilatero MBCD d um 

• ..Fig. 67 Or. DM = BC. Pordm, AD = BC 

(hip.). Logo, DM = AD. Nestas con- 

A A 

digoes, o A DAM d isosceles . ' . 1 = 2. Ora ; 

2 = 3 (correspondentea formadoa pelas || MD e BC, cortadaa etc.. 

2 = 1 (como foi demonstrado). 

A A A 

Logo, 1=3 ou A = B. 

Deixamos aos estudantes o prazer de provarem que C = D. 


121. As mediatrizes de um triangulo. (*) Se tragarmos 
um A e as suas mediatrizes, com todo o rigor possivel, verifi- 
caremos que elas se encontram, concorrem em um mesmo ponto. 
Somos entao levados a afirmar que as trds mediatrizes de um A 
concorrem em um mesmo ponto. Entretanto, a demonstragao 
desta propriedade das mediatrizes, feita pelo desenho, nao satisfaz 
A razao ; o encontro das trds mediatrizes pode ser atribuido a 
uma forma particular do A J a nossa acuidade visual nao per- 
mite tambdm afirmar que as tres mediatrizes se encontrem, real- 
mente, em um mesmo ponto. Dai a necessidade de demonstrar 
esta propriedade das mediatrizes, de uma maneira independente 
da forma do A, e sem recorrer ao desenho. 


(•) Assim designaremos, abreviadamente, as mediatrizes dos lados 
de um A. 
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TEOREMA. As rnediatrises de um tridngulo concorrem 
em um mesmo ponto. (fig. 68) 

Seja o A ABC. Tracemos as mediatrizes MM' e NN'. 
Estas duas mediatrizes se encontram semp re . Com efeito os A 
BDP e BEP sao retos por construgao ; lj ga ndo o ponto D ao 
ao ponto E, a soma dos A PDE e PED ge r £ inferior a dois retos. 
Ora, quando duas retas MM' e NN' s5o 
cortadas por uma transversal DE, es- M 

tas duas retas se encontram sempre, 9 | 

do lado em que a soma dos dois A /vv ! 

col.-int. 6 inferior a dois re’tos. (axioma / YV 

n.” 11 de Euclides) Portanto, as media- / \ EV p /' 

trizes MM' e NN' se encontram sem- / \| 

pre em um ponto P. / P^V 

Ora, o ponto P esta situado na / s? ! 
mediatriz do segmento AB ; portanto A iSs'' !/ n 

PA = PB. (§90) O ponto P estd, si- 
tuado na mediatriz do segmento BC ; n 
portanto, PC = PB. • 

Sendo -PA = PB e PC = PB, entao 
PA = PC. Ora, se o ponto P dista igual- Fig. 68 

mente dos pontos A e C, coneiue-se que o ponto P esta na me- 
diatriz do segmento AC (§80), isto d, a mediatriz do segmento 
AC tambdm passa pelo ponto P. 

122. As alturas de um trifingulo. TEOREMA. As al- 
lures de um triangulo concorrem em um mesmo ponto. 

C B ’ Seja o A. ABC. Pelos tres ver- 

A tices tracemos || aos lados opostos. 

M r A - Formaremos assim o A MNP. 

\ F/f \\r' / Vamos provar que o ponto Ado 

\ /> / meio do lado MN. Com efeito, 

'yc sendo MN II BC, MP || AC e NP 

\ ; / II AB (construgao) os quadrildteros 

\ '/ AMBC e ANCB sao £17. (§112) 

\ A Portanto, AM=BC e AN = BC 

P 1 • * • AM = AN. Sendo AM = AN, 

A’ ■ entao o vdrtice Ado meio do 

F| g- 69 lado MN. De modo analogo pro- 
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varemos que os vertices B e C sao, respectivamente, os meios 
dos lados MP e NP do A MNP. 

Isto posto, tracemos a mediatriz AA' do segmento MN. 
Sendo MN It BC (construgao) e sendo AA' A a MN (§90). 
segue-se que AA' 61 a BC. (§102, 3.° coroldrio do postulado de 
Euclides) Entao o segmento AD da mediatriz AA' 6 altura do A 
ABC em relagao ao lado BC. De modo andlogo provaremos 
que o segmento BE da mediatriz BB' 6 altura do A ABC em 
relagao ao lado AC, e que o segmento CF da mediatriz CC' 6 
altura do A ABC em relagao ao lado AB. 

Mas ficou demonstrado que as mediatrizes de um A 
concorrem em um mesmo ponto. (§ 121) Logo, as alturas do 
A ABC, que sao as mediatrizes do A MNP, tamb6m concor- 
rem em um mesmo ponto. 

123. As bissetrizes de mn triangulo. TEOREMA. As 
bis sc Irises de um triangulo concorrem em um mesmo 

ponto. . OT , 

Seja o A ABC. (fig. 70) Tracemos as bissetrizes BE e Cl 

dos A B e C. Estas duas bissetrizes se encontram ^sempre. Com 

efeito, B+C < 2 retos. (§109) Com mais razao a+b <2 retos. 

Ora, quando duas retas BE e 
CF sao cortadas por uma transver- 
sal BC, estas duas retas se encon- 
tram sempre do lado em que a soma 
dos dois A col.-int. e inferior a 
dois retos. (axioms n.° 11 de Euclides) 
Portanto, as bissetrizes BE e CF se 
encontram sempre em um ponto P. 

Ora, se o ponto P est& situado 
na bissetriz do Z B, o ponto P 
dista iguaimente dos lados dOste Z, 
isto 6, PD = PD". (§99) Se o ponto 
P estd situado na bissetriz do Z C, o 
ponto P dista iguaimente dos lados 
d£ste Z, isto 6, PD' = PD". 

Observacao. Conv6m lembrar que as disMncias do ponto P aos trfe 
lados do A ABC R&o os segmentos PD, PD' e PD", respectivamente, ja aos 
trfe lados do inesmo A- (§89, l.« teorema, observaeSo) 
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Ora, sendo PD -PD" e PD' = PD", entao, PD — PD', isto 
6, o ponto P dista iguaimente dos lados do Z A. Nestas condi- 
g6es, o ponto P est& situado na bissetriz do Z A, isto 6, a bis- 
setriz do Z A, passa tambdm pelo ponto P. (§102, reciprocal 

TEOREMA. As bissetrises de dois dngulos externos 
de um triangulo, e a bissetris do angulo interno nmo 
adjacente, concorrem em um mesmo ponto . 

Seja o A ABC (fig. 70), prolonguemos os lados AB e AC, 
e tracemos as bissetrizes dos A externos MBC e NCB. Cada 



um d6stes A sendo inferior a dois retos, cada uma das suas 
metades, isto 6, o Z c ou o Z d 6 inferior a um reto. Portan- 

A A 

to, c+d < 2 retos. Entao, as bissetrizes BR e CS se en- 
contram sempre em um ponto P'. 

Estando o ponto P' na bissetriz do Z MBC, dista iguai- 
mente dos lados d6ste Z, isto 6, P'H — P'H". Estando o ponto 
P' na bissetriz do Z NCB, dista iguaimente dos lados deste 
Z, isto 6, P'H' = P'H". De P'H = P'H" e P'H' = P'H" dedu- 
zimos P'H = P'H', isto 6, o ponto P' dista iguaimente de BM 
e CN ou AM e AN. Entao o ponto P' est;i na bissetriz do Z 
A, isto 6, a bissetriz do Z A, passa tamb6m pelo ponto P'. 

Observacao. As trfe bissetrizes de am A concorrem em um mesmo 
ponto P. (fig. 70) Vimos que o ponto P e eqtiidistanle dos trfe lados do A 
ABC, isto 6, os segmentos PD, PD' e PD", jj respectivamente aos iados AB, 
AC e BC do A ABC, s&o iguais. As bissetrizes de dois A externos, e a bis- 
setriz do Z interim nSo adjacente tamb6m concorrem em um mesmo ponto P' ; 
fete ponto 6 equidistant# do lado BC e dos prolongamentos BM e CN, dos lados 
AB e AC, isto 6, os segmentos P'H, P'H' e P'H", respectivamente aos lados 
BM, CN e BC, sfio igmis, Veremos mais terde, a utilidade destas observa<;Ses. 

124. O segmento retilineo que iiga os meios de dois 
lados de um triangulo. Este segmento tern duas proprieda- 
des importantes. 

TEOREMA. O segmento retilineo que liga os meios 
de dois lados de um triangulo c 

6 paralelo ao terceiro lado e /p. 

igual a sua metade. J \ 

t v P MA = MC / A m d 


MN I! AB 

T» J-T.T AB 


Fig. 71 
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Pelo ponto B tracemos BR !! AC e prolonguemos MN at6 en- 
contrar BR no ponto R Em seguida, comparemos os A MNC 

e BRN. 

NB = NC (Mp.) 

A A 

1 ® 2 (O. p. Y.) 

A A 

8 = 4 (alt.-int. fornmdos pelas !i AC e BR, eic..) 

A MNC = A BRN (l.° caso de igualdade dos A) 

MC = BR 

Mas MC = MA (hip.) . * . MA = BR 
Ora, no quadril&tero ABRM, MA = BR e MA I! BR ; logo, 
6ste quadril&tero 6 um O (§112, coroldrio) MR ou MN II AB. 
Demonstrada a prime ira parte da tese, passemos & segunda. 
No D ABRM, MR=AB (§112, teorema) Mas MN = NR 

. • . MR = 2MN on AB = 2MN . • . y =MN ou MN=— • 

RECfPROCA. Se s pelo meio de um dos lados de um 
triungulo, tragarmos urn a paralela ao segundo lado, esta 
paraiela dividirh o terceiro lado em duas partes iguais, e 

sera igiial a metade do segundo lado, 

c r. MA = MC 

K ■ l MN II AB 


(hip.) 


/ / \ Pelo ponto N tracemos NR II AC. 

/ bm Sendo MN II AR (hip.) e NR II AC 

— (construcSo), a figura MNRA 6 um □. 
72 Entao MA = RN. Mas MA = MC 

(hip.) . * . MC = RN. Comparemos os A MCN e RNB. 

MC = RN (como foi demonstrado) 

A A 

1=2 (lados II e dirigidoa no mesmo sentido) 

3 = 4 (correspondentes formadoa pelas I! CM e NR, etc..) 

A MCN = A RNB (l.° caso de igualdade dos A) 

NC = NB 

Demonstrada a primeira parte da tese, passemos & segunda. 
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No O MNRA, MN = AR. (§112, teorema) Devido h igual- 
dade dos A MCN e RNB, temos MN = RB. Logo, 

f MN = AR 1 ,, XT AB 

i MN = RB J ' ’ * 2MN “ AB • ’ • MN - 2 

125. As medianas de um triangulo. TEOREMA. As me- 

* dianas de um triangulo concorre rn em um mesmo ponto , e 
este ponto divide cada mediana ^ 

em dois segmentos tais que o a 

menor e a metade do maior „ /> \ 

Seja o A ABC e tracemos / ! \ 

duas medianas quaisquer AD e f / ' \ ^ 

BE. Estas duas medianas se en- 

con tram sempre em um ponto 0. / / / \ 

(axioma n.° 11 de Euclides) E desde 

que AD e BE sao medianas, en- A — B 

tao EA = EC e DB = DC. Fig. 73 

Isto p6sto, seja M o meio de AO, e N 0 meio de BO. Trace- 
mos os segmentos ED e MN. 

No A ABC, sendo EA = EC e DB = DC 


ED II AB e ED - 

2 

No A AOB, sendo MA = MO e NB = 


(§124) 


AB e MN 


(§124) 


Sendo ED II AB e MN II AB, teremos ED II MN. (§102, 
1.® coroldrio do postulado de Euclides) 

ci j -rvr-v AB AB 

Sendo ED = — y e MN = — ■■, teremos ED = MN. 

(Duas quantidades iguais a uma terceira sao iguais entre si.) 

Logo, o quadril&tero MNDE, no qua! os lados opostos ED 
e MN sao iguais e II, d um O. (§ 112 , coroMrio) E lembrando que 
as diagonals de um EJ se dividem em partes iguais, (§114)... 
MO = OD e NO = OE 
Mas, MO = MA e NO = NB (construgao) 

Logo, MA = MO = OD e NB = NO = OE. 








Fica assim demonstrado que as medianas AD e BE se en- 
contram em um ponto 0, ficando divididas por 6ste ponto em 
dois segmentos tais que o menor 6 a metade do maior, isto 6, 




Ora, 6 evidente que, se repetirmos a demonstra$ao com 
as medianas que partem dos vertices A e C, chegaremos ks mes- 
mas conclusdes ; a terceira mediana, a que parte do vdrtice C> 
passard tambdrn pelo ponto O ; porque, se nao passasse por 6s te 
ponto, se passasse por um outro ponto O' da mediana AD, te- 
rfamos dois segmentos diferentes, OD e O'D, cada um d61es 
igual & t&rga. parte de AD, o que 6 absurdo. 

126. A mediana de um trapezio. Mediana de um tra- 
p6zio 6 o segmento retilineo que liga os meios dos lados nao II . 

TEOREMA. O segmento retilineo que liga os meios dos 
lados nao paralelos de um trapezio, £ paralelo ds bases. 

r AB II CD 
H. \ MA = MD 
[ NB = NC 

T. {MN II AB 

Fig. 74 



ObservacSo. Bastard provar que MNflAB. Com efeito, sendo CDflAB 
e se provarmos que MN1IAB, teremos MN||CD, pelo primeiro coroldno do 
postulado de Euclides. 

Consideremos o trapezio ABCD (fig. 74) e pelo ponto N, 
centro de BC, tracemos RS II AD. Em seguida, prolonguemos 
DC at£ encontrar RS no ponto S. 0 quadrMtero ARSD, seus lados 
opostos sendo II, (hip. e construgSo) 6 um O, donde AD = RS. 

Comparemos os A NRB e NCS. 

NC = NB (hip.) 

1 = 2 (o. p. v.) 

3 = 4 (alt.-int. formados pelaa II AB e DC, etc..) 

A NRB = A NCS (l.° caso de igualdade dos A) 




A R eta 


vimos que AD = RS . * , — — - = . • . 

2 2 

MA = NR e MD =_ NS 

Conclue-se entao que o quadril&tero MNRA, no qual MA e 
NR sao iguais e II, 6 um O ; logo, MN II AR ou MN II AB. 

RECIPROCA. Tragando-se, pelo rneio de um dos la- 
dos nao paralelos de um trapezia , uma paralela a uma 
das bases , esta paralela divide o outro lado nao paralelo 
em duas partes iguais. 


AB ]| CD 
MN II AB 
MA - MD 


T. { NB 


Em primeiro lugar obser- £> c 

vemos que, sendo MN II AB 

e CD B AB, resulta MN II CD. V 

No A ABD, sendo — - 

MA = MD e ME II AB (hip.) A 73 B 

segue-se que EB = ED. (§124, reciprocal No A BCD. sendo 
EB = ED e EN II CD, entao NB = NC. 

PRIMEIRO COROLAriO. A mediana de um trapSzio e 
igual d metade da soma das bases do mesnio trapSzio. 

AT) 

No A ABD (fig. 75)... ME = — - — (§124, teorema) 


No A BCD (fig. 75)... NE = 

Somando as duas igualdades . . . 

ME + NE = — + — • 

2 2 


(§124, teorema) 


MN = 


AB+CD 


Portanto, a mediana de um trapSzio e a midia aritmitica das 
bases do trapezio. Eis por que esta linha tem, em Geometria, o 
nome de base m&dia do trapezio. ( § 122) 
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SEGUNDO COROLARIO. As diagonals de um trapisio 
interceptam na mediana ou base media, urn segments 
igual & semidiferenga das bases. 

Observagao. 0 ponto de intersecgao das diagonais de um trapdzio n&o 
pode eoincidir com um ponto da base media ; com efeito, se tal sucedesse, 
a diferenga das bases seria nula, as bases seriam iguais, e o trapdzio seria, na 
realidade, um paralelogramo. 


No A ABD (fig. 75)..... ME 


(§124, teorema) 


No A ACD (fig. 75). 


(§124, teorema) 


Subtraindo a segunda igualdade da primeira. 


ME - MF 


EF - 


AB-CD 


ObservagSo. Para exercicios, vide E.M.T.A. 

_ / „ do mesmo autor, sdrie XL VII. 

1 i V A 

/ \ 127. Angulos e diagonais de um 

A - D poligono. 0 pollgono ja foi definido. (§92) 

^ E’ necessario nao eonfundir o pollgono 

com a linha quebrada ou poligonal. (§96) 

\ N. O poligono 6 uma linha quebrada 

\ v y ou poligonal, mas fechada. Portanto, 

G~~~r um pollgono tem, pelo menos, tres lados. 

Fig 76 Os poligonos tem nomes particulares, 

de acordo com o ntimero de seus lados. 
Os principals sao os seguintes: o triangulo, com tres lados; o 
quadrilatero, com quatro lados; o pentagono, com cinco 
lados; o hexagono, com seis lados; o octogono, com oito 
lados; o decagono, com dez lados; o dodecagono, com doze 
lados; etc.. 

Um poligono pode ser cdncavo ou convexo, piano ou rever- 
so. (§110) Mas o A 6 sempre convexo e piano. Nestas ligSes 
elementares consideraremos sdmente poligonos convexos e pianos. 

Pollgono regular 6 o pollgono cujos lados e Angulos sao iguais. 
Portanto, para provar que um poligono A regular, sera, necessario 
provar que : 








a) Seus lados sao iguais. 

b ) Seus Angulos sao iguais. 

0 A equildtero 6 um poligono regular. (§94, coroMrio) O qua- 
drado tamb&n. (§119) No A, a igualdade dos lados acarreta a 
dos A, e reclprocamente. Mas &ste fato b6 se verifica com o 
A ; o losango tem os quatro lados iguais e nao 6 um poligono 
regular ; o ret&ngulo tem os quatro A iguais e nSo 6 um poli- 
gono regular. 

128. As diagonais de um poligono. Suponhamos que 
um poligono qualquer P (fig. 76) tem n lados; entao terCi 
tamb6m n vertices. Quantas diagonais podemos tragar pelo 
Venice A ? Evidentemente, o vfirtice A nao pode ser unido 
consigo mesmo. Tamb6m nao pode ser unido com os ver- 
tices consecutivos B e H, porque os segmentos AB e AH 
s&o lados do poligono ; nao sao diagonais. Mas o vtirtice A 
pode ser unido com os demais vertices do poligono, e os seg- 
mentos resultantes sgo diagonais. Donde se conclue que, dado 
um poligono qualquer P , com n lados, o ndmero de diagonais 
que podemos tragar pelo vertice A A - igual a n-3. 

TEOREMA. Para determinar o n&mero de diagonais 
de um poligono de n lados , multiplica-se n por n-3 e 
ditide-se o produto por 2. 

Seja o poligono qualquer ABCDEFGHA (fig. 76) e admits- 
mos que ele tem n lados. Pelo v&rtice A podemos tragar n — 3 
diagonais ; partindo de cada um dos vertices B, C, D... etc., pode- 
mos tragar n-3 diagonais. Ora, se o poligono tem » vertices 
e, partindo de cada um d61es, podemos tragar n-3 diagonais, 
o numero total de diagonais A n(n - 3). ( ?) E’ o que parece, mas 
nao 6 verdade, porque cada diagonal foi contada duas vgzes. 
Por exemplo, a diagonal AE foi contada duas v&zes : a primeira, 
quando cont&moa as diagonais tragadas pelo vertice A, e a se- 
gunda, quando cont&mos as diagonais tragadas pelo vertice E. 
Entao o numero de diagonais distintas no poligono de n lados, 
e a metade do producto n(n~3). 

Representando por d o ntinaero de diagonais de um poligono 
qualquer com n lados, teremos : 
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n (n — 3) 
2 


Formula A 


3(3-3) 


Aplicando esta f6rmula ao A, teremos d= ^ — —zero. 

Com efeito, o A nao tem diagonais. Aplicando-a a um qua- 


dril&tero qualquer, teremos d 


4(4 - 3) 


= 2 ; o quadrildtero tem 


duas diagonais. Aplicando-a a um poligono de 23 lados, teremos 

d = ? 3 l 23 ~ P. _ EL_1^2 — 230 ; o poligono de 23 lados tem 230 
2 2 

diagonais. 

Problema. Sendo dado o numero de diagonais de um poli- 
gono, isto 4, d, determinar 0 numero de lados, isto 4, n. 

Tirando da formula A, o valor de n, teremos sucessivamente : 
2 d — n{n - 3) j 2d~n 2 +3n = 0 

2d = n 2 -3n \ n 2 -3n~2d = 0 

E nao podemos prosseguir ; chegamos a uma equagao do 
segundo grau, que ainda nao sabemos resolver, a nao ser em 
certos casos particulares. (§75) 

*■ 129. A soma dos angulos de um poligono. A soma 
dos A de um A 4 igual a dois retos (§109) ; a soma dos A 
de um quadril&tero 4 igual a quatro retos. (§111) 

TEOREMA. S& um poligono tem n lados , a soma de 
sens Angulos 6 igual a 2 (n - 2) Angulos retos isto e, tantas 
vexes dois retos , quantos sao os lados menos dois. 

Consideremos um poligono ABCDEFGA (fig. 76), com n 
lados. Por um vertice qualquer, A, tracemos as n - 3 diagonais. 
( § 128) Ora, se observarmos atentamente a figura, verificaremos 
que o poligono fica decomposto em A ABC, ACD, ADE, AEF, 
AI?G e AGH, cujas bases sao BC, CD, DE, EF, FG e GH. Donde 
se conclue que, num poligono qualquer P com n lados, se tragar- 
mos por um de seus vertices, A, todas as diagonais posslveis, o 
poligono ficara decomposto em tantos A quantos sao os lados 
menos dois, isto 4, ficar4 decomposto em n - 2 A. 

A soma dos A de um A 4 igual a dois retos. Se o po- 
ligono P estd decomposto em n-2 A, a soma dos A dos n-2 
A 4 igual a 2(n - 2) retos. Mas a figura nos mostra com evi- 
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d6ncia que os A dos, A, somados convenientemente, sao os A 
do poligono. Logo, 

Soma A internes de um poligono — 2(n - 2) retos. 

Ou, represen tando por S a soma dos A internos... 

S = 2 (» - 2) retos 

130. O &ngulo de um poligono regular. Em um poli- 
gono regular (§127) todos os A sao iguais. Ao poligono cujos 
A sao iguais d&-se o nome de poligono equidngulo. Um poligono 
regular 4 equidngulo, mas a reciproca nem sempre 4 verdadeira ; 
o retdngulo 4 um poligono equidngulo, mas nao 6 regular. 

_ S e J a um poligono regular P com n lados. A soma de seus 
A internos 4 2(n-2) retos. Se o poligono tem n A, e se 4stes 
A sao iguais, segue-se que a amplitude do Z de um poligono 
regular com n lados 4 

2(n - 2) retos 180(n - 2) graus 200 (n - 2) grados 


Exercicios em classe 

Organizar um quadro com os valores dos A dos poligonos regul&res de 
3 a 12 lados. 

ObservagSo. O Z de um poligono regular depende do ndmero de lados 
do mesmo poligono. Da observacao das fdrinulas que nos dao o valor deste 
angulo, concluimos que : 

1. °) A. medida que o ndmero de lados de um poligono regular aumenta, 
o valor do Z do mesmo poligono tambdm aumenta. 

2. °) O Z de um poligono regular nao pode ser nm / qualquqr. Por exern- 
plo, nSo existe um poligono regular eujo Z tenha 75°, 100°, 115°, 125°, etc.. 

131. A soma dos Angulos 
externos de um poligono. Con- m, 

sideremos um poligono qualquer „ X c f . 

ABCDEA (fig. 77) e prolongue- 3\a ~ 

mos todos os seus lados no mes- \ 

mo sentido, isto 4, pereorrendo, X. 

por exemplo, o contorno, na ordem — ' 9 V \ 

alfab4tica. Formaremos assim os \ c 

A externos do mesmo poligono. P 

Suponhamos que o poligona dado F ig . 77 
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tem ii lados ; entao tera n vertices, e os A externos que tra- 
gamos serao tamb6m em numero de n. 

TEOREMA. si soma dos angulos externos de um po - 
ligono , quando seus lados sao prolongados no mesmo 
sentido, 6 igual a quatro angulos retos. 

Em cada vdrtice do polfgono dado (fig. 77) M dois A, um 
interno e outro externo, adiacentes e supls.. 

A A A A 

For exemplo, 1 + 6 = 2 retos, 2 + 7 = 2 retos, etc., be o 
polfgono tem n vertices ; se em cada vdrtice ha dois A, um in- 
terno e outro externo, cuja soma 6 igual a 2 retos, teremos : 

soma A int, + soma A ext. = 2n retos 


Ou, representando por S', a soma dos A externos 

S + S' = 2n retos (1) 

Ora, nesta igualdade, o primeiro tdrmo do primeiro mem' 
bro 6 igual a 2 (n - 2) retos. Substituindo em (1) teremos : 


2(n - 2) retos + S' = 2a retos 
2n retos — 4 retos + S' = 2n retos 
S' = 2n retos - 2n retos + 4 retos 
S' = 4 retos. 


Observaqdo. Em um 
polfgono regular de n 
lados, um A externo 


6 igual a 


4 retos 
n 


132. Igualdade de poligonos. Consideremos os polfgo- 
nos ABCDEA e A'B'C'D'E'A'. (fig. 78) Para que sejam iguais 6 
evidente, em primeiro lugar, que devem ter o mesmo ndmero de 
lados. Satisfeita esta condigao, se nos afirmarem que seus lados e A 
sao iguais, dois a dois, exceto A dois lados (CD e C'D', DE e D'E') 
e o Z por 61es formado (D e D'), a respeito dos quais nada se sabe, 
poderemos afirmar que os dois polfgonos sao iguais, isto 6, sendo 
superpostos, todos os seus elementos coincidem dois a dois, inclu- 
sive CD e C'D', DE e D'E', D e D'. E’ o que significa o seguinte 

TEOREMA. Dois poligonos com o mesmo numero de 
lados sao iguais quando seus lados e angulos , dispostos 
na mesma orde rn , sao iguais , excetuando dois lados con - 
secutivos e o ungulo por eles formado. 
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r AB = A'B' 

BC = B'C' 

H .1 A E - A'E' 

A A a A 

A = A', B - B' 

A A A A A 

1 C = C', E = E' 

T f Ob dois polfgonos 
l sao iguais. 

Fagainos o polfgono P' deslizar no piano da figura, ate que 

A'B' coincida com AB, o que 6 possfvel. (hip.) Sendo B = B', 
o lado B'C' coincide, em diregao, com o lado BC, e por ser B'C' = 

BC, o vertice C' coincide com o vertice C. Sendo C = C', o lado 
C'D' coincide, em diregao, com o lado CD, e o vertice C' coincide 
com, um ponto qualquer do lado CD ou do seu prolong amento. 

Sendo A=A', o lado A'E' coincide, em diregao, com o lado AE, 
e por ser A'E' = AE,o v&rtiee E' coincide com o vertice E. Sendo 

E = E', o lado E'D' coincide, em diregao, com o lado ED, e o v6r- 
tice D' coincide com um ponto qualquer do lado ED ou do seu 
prolong amento. 

Se o vdrtice D' deve coincidir ao mesmo tempo com um pon- 
to qualquer dos lados CD e DE, entao coincide com o vertice 
D, que 6 o unico ponto comum a 6stes dois lados. Nestas condi- 
goes, os dois polfgonos coincidem em toda a sua extensao e sao, 
per consequencia, iguais. * 

ObservaQ&o. Nesta, demonstraggo, admitimos que os doia poligonos sfio 
do mesmo sentido. (§ 163) Se forem de sentidos opostos, jg sabemos como 
proceder. 

Observasao. Paxa exercfcios, vide E.M.T.A. do mesmo autor, s6rie 
aLV ill. 
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CapItULO VIII 


0 Circulo 

133. A circunferencia e um lugar geometrico. Ja apren- 
demos (E.M.P.V. § 27) o que 6 circunjerencia, circulo, centro, raio, 
didmetro, arco e corda. 

A O, sendo uma linha plana e fechada, divide o piano em 
que esta situada, em duas regioes distintas : uma regiao interior, 
que contdm o centro da O e todos os pontos do circulo ; uma 
regiao exterior, que nao contain pontos do circulo. 

Os pontos da O estao situados simultaneamente nas duas 

regioes. Seja It o raio de uma O. 

As posigoes relativas de um ponto e de uma O sao tres. 

1. « O ponto B (fig. 79) estd situado na regiao exterior da O. 
Neste caso, teremos com evidencia : 

OB > R 

E o ponto B 6 chamado ponto 
exterior. 

2. s O ponto A estd situado na O. 

Neste caso, teremos : 

OA = R 

3. a 0 ponto C estd situado na re- 
giao interior da O. Neste ultimo caso, 
teremos com evidencia : 




OC < R 


Fig. 79 


E o ponto C 6 chamado ponto interior. 

Em resumo, representando por M um ponto situado no piano 
de uma O, por R o raio da mesma O e por d a dist&ncia do 
ponto M ao centro da O, fica estabelecido que : 

1. ° Sendo M um ponto exterior, d > R. 

2. ° Sendo M um ponto interior, d < R. 

3. ° Estando o ponto M na O, d — R. 
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Imaginemos uma O tragada em um terreno piano, e com 
um raio de 50 metros. Um individuo situado a 46 metros do 
centro desta O estd no interior dela ; um individuo situado a 
54 metros do centro estd no exterior dela. 

Problema. E’ dado um segmento retilineo AB (fig. 80) com 
10cm. Determinar, no piano em que se acha 6ste segmento, um 
ponto situado a 8cm do ponto A e a 6cm do ponto B. 

Solugao. Fazendo centro no ponto A e com um raio de 
8cm, traga-se uma O. Se o ponto pedido existe, tie deve 
estar situado nesta O. Com efeito, nao pode ser exterior em 
relagao a esta O, porque entao sua distancia ao ponto A seria 
maior que 8cm ; tambdm nao pode ser interior porque entao 
sua distancia ao ponto A seria menor que 8cm; logo, o ponto 
pedido deve estar na O. 

i Fazendo centro no ponto B e com um raio de 6cm, traga-se 
outra O. Se o ponto pedido existe, tie deve estar situado tam- 
btm nesta segunda O, como 6 facil de provar. 

Ora, as duas CD se eortam nos pontos C e C'. Estando 
o ponto C situado a 8cm do ponto A e a 6cm do ponto B 6 
61e uma solugao do problema. E visto 
que o ponto C' preenche tamb&n as 
condigoes impostas pelo problema, se- 
gue-se que este tem duas solugoes. 

Observagao. Os estudantes deverao veri- 
ficar que este problema pode ter duas solu- 
gSes, uma ou nenhuma ; determinarao tam- 
b6m quais as condigSea necess&rias para que 
as solugoes sejam duas, uma ou nenhuma. Fig. 80 

Deste problema resulta que a O e tamb6m um lugar geometrico. 
Com efeito, se o ponto pedido deve estar situado a 8cm do ponto A, 
n6s nao hesitamos ; imediatamente fazemos centro no ponto A 
e, com um raio AC, de 8cm, tragamos uma O. E’ sdmente nesta 
O que existem pontos situados a 8 cm do ponto A ; fora dela, ou 
no interior dela, nao existem pontos situados a 8 cm do ponto A. 
Todos os pontos desta O, de centro A e raio AC, gozam, pois, 
de uma determinada propriedade, propriedade esta que nao per- 
tence, absolutamente, aos pontos situados no interior ou no ex- 
terior da mesma O 


I 
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Portanto, a O 4 urn lugar geometrico. (§91)- 

A circunferencia e o lugar geometrico dos 
pontos situados a uma di stand a da da de um 
ponto dado. 

O lugar geometrico dos pontos situados a 
uma d is lan da dada, de um ponto dado, e uma 
circunferencia cujo centro e o ponto dado e 
cujo raio e a distancia dada. 


Exercicios em classe 

1. Uma reta AB e um ponto C situado fora desta reta determinam 
um piano. Determinar neste piano um ponto P situado a 5cm da reta AB 
e do ponto C. 

2. Tr6s pontos dados A, B e C, nao situados em linha reta, determinam 
um piano. Determinar neste piano um ponto P eqiiidistante dos pontos A 
e B, e situado a 5cm do ponto C. 

3. Dado um Z MON e dois pontos quaisquer A e B situados no piano 
do Z, determinar um ponto P eqiiidistante dos lados do Z, assim como dos 
pontos A e B. 

4. Trasar um Z qualquer MON. Tomar no lado OM um segmento OA 
com 7cm. Determinar no piano do Z, um ponto P eqiiidistante dos lados do 
Z e situado a 4cm do ponto A. 

134. A divisao da circunferencia, Os ge6metras antigos 
dividiram a O em 360 partes iguais chamadas graus. 

O grau se divide em 60 partes iguais chamadas minutos, 
e o minuto se divide em 60 partes iguais chamadas segundos. 
Se um arco AB tern 75 graus, 48 minutos e 24 segundos, escre- 
veremos abreviadamente 75° 48' 24". 

Modernamente a O 6 tambdm dividida em 400 partes iguais 
chamadas grades. (*) Os submultiplos do grado sSo o decigra- 
do, o centigrado e o miligrado. 

A vantagem da. divisao centesimal da O s6bre a divisao 
sexagesimal 6 manifesta. Na divisao centesimal temos de ope- 
rar com frames decimals, ao passo que na divisao sexagesimal 
temos de operar com numeros complexos. 


(*) Conv&n reler E. M. 8. V. § 27. 
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135. A secante e a tangente. 

Uma reta nao pode cortar uma O em ® 

mais de dois pontos. Suponhamos que // \ 

a reta AB (fig. 81 ) corta a O de raio yy \ 

OA em tres pontos distintos, A, B e / / \ 

C. Se 6stes trAs pontos estao situados / -\ 

na O, os segmentos OA, OB e OC sao a C B 

iguais como raios de uma mesma Q. ps g . si 

Ora, OA = OB = OC, nao 6 possivel. ( § 88 ) 

Logo, uma reta nao pode cortar uma O em mais de dois pontos. 

Dadas uma O e uma reta situadas de uma maneira qual- 
quer num piano, estas duas linhas podem ter dois pontos co- 
muns, um ou nenhum. Consideremos a O de raio t)M e a reta 
A w FG. (fig. 82) Estas duas linhas t£m dois pon- 

tos comuns, os pontos F e G; diz-se entao que 
f/" a a reta FG 6 uma secante e os pontos F e G 

/ Q sao chamados pontos de inter secgao da secante 

I ' i ‘ com a O ; os pontos do segmento FG sao 
\ J inleriores e os pontos situados nos dois pro- 
longamentos do segmento FG sao exteriores 
Flg ' 82 em relagao O. Consideremos a mesma O 

de raio OM e a reta CD. Estas duas linhas t&m um ponto 
comum, o ponto E; a reta CD 6 chamada tangente (do latim 
tangere, tocar) e o ponto E 6 chamado ponto de contacto da tan- 
gente com a O ; os demais pontos da reta CD sao exteriores 
em relagao k O. Finalmente, a reta AB, que nao tem ponto co- 
mum com a O, 6 chamada exterior. 

Uma reta 4 exterior a uma O quando nao tem nenhum 
ponto comum com a O. 

Uma reta 6 tangente a uma O quando tem um ponto co- 
mum com a O ; Aste ponto comum 6 chamado ponto de contacto. 

Uma reta 6 secante a uma O quando tem dois pontos co- 
muns com a O ; 6stes dois pontos comuns sao chamados pon- 
tos de intersecgao. 

A O 6 uma curva convexa porque, em relagao a qualquer 
das suas tangentes, ela fica sempre do mesmo lado da tangente. 

Consideremos a O de centro N, cortada pela secante RST. 
(fig. 83) Fagamos esta girar no piano da figura, em torno do 


Fig. 82 
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m ponto R que permanece im6vcl, e no 

/ sentido indicado pela seta. (A secante RST 

t " executa um movimento andlogo ao do pon- 

" feiro de um relogio,mas era sentido inverso.) 

er Rao evidente que o ponto S, se- 
/ I • gundo ponto de intersecgao da secante 

\ U It*' 1 com a O, vai-se aproximando do ponto 
\. yf R, primeiro ponto de intersecgao da 

mesma secante com a mesma O, e a 
F ’ s R3 secante RST vai tomando, sucessiva- 

mente, as posigoes RT, RT', RT", RT'", etc.. Chegard entao 
um momento em que o ponto S coincidirA com o ponto R 
e a secante RST, tendo somente um ponto comum com a 
O, passara a ser tangente A mesma O, no ponto R. Do que 
acabamos de dizer resulta, para a tangente, a seguinte definigao : 
Tangente a uma O 6 a posirao final de uma secante que 
gira em tdrno de um dos pontos de inter secgao, ate que o segundo 
coincida com o primeiro. 

136. Arcos e^cojrdas. PRIMEIRO 
TEOREMA. Um didmetro qualquer di- 
vide a circunferencia em dims partes If / \ 

iguais. ~ a / / 1 3 

Na O de centro O e raio OM, trace- T o\™” 7 

mos um didmetro qualquer AB . Este \ y m 

didmetro, suficientemente prolongado nos 

dois sentidos, divide o piano onde se \i J p 

acha a O, em dois semipianos o supe- Fi &- 84 

rior e o inferior. Tomemos um ponto qualquer M, situado na 
O e no semipiano superior, fagamos dste semipiano girar em 
t6rno de AB, atd coincidir com o semipiano inferior, e suponha- 
mos que o ponto M coincide com o ponto AT, situado no interior 
da O. Entao o segments OM toma a posigao OM' e teremos 
OM = GM', o que nao pode ser porque, sendo M' um ponto in- 
terior, devemos ter OM' < OM. 

Suponhamos que o ponto M coincide com o ponto M", 
situado no exterior da O. Entao, o segmento OM toma a po- 
sigao OM" e teremos OM = OM", o que nao pode ser porque, 
sendo M" um ponto exterior, devemos ter OM" >OM. 


~ 7 \ 


Fig. 84 
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Segue-se que o ponto M, nao podendo coincidir com um 
ponto do semipiano inferior, que esteja situado no interior ou 
no exterior da O, deve coincidir com um ponto situado na O, 
por exemplo, com o ponto M"'. 

Ora, se um ponto qualquer M , situado no arco superior AB, 
deve coincidir com um ponto M'" situado no arco inferior AB, 
6stes dois arcos coineidem em toda a sua extensao e sSo, por 
conseqiidncia, iguais. Cada um destes arcos 6, pois, uma me- 
tade da O. Toma-se tamb&n evidente que a porgao de cfrculo 
limitada pelo didmetro AB e pelo arco AMB coincide com a por- 
gao de clrculo limitada pelo didmetro AB e pelo arco AM'"B ; 
entao cada uma. destas porgoes 6 uma metade do cfrculo. 

SEGUNDO TEOREMA. A maior corda que se pode tra- 
qar cm uma circunferencia e um didmetro. 

. Consideremos o diametro AB, uma corda qualquer MN, 
(fig. 84) e tracemos os raios OM e ON. 


{ AB 6 um didmetro 
e MN d uma corda 
qualquer. 

T. { MN < AB 


Com efeito, 

MN < ON -j- OM (por que ?) . ‘ . 
MN < OA + OB (por que . 
MN < AB (por que ?) 

C. Q D. 


TERCEIRO TEOREMA, Em uma circunferencia ou em 
duns circunfer incurs com raios iguais, arcos iguais sao 
subtendidos por cordas iguais. 

jj 35 Observag&o. Dois arcos AB e 

PQ silo iguais quando 6 possfvel fa- 
sA-Ios coincidir. Copiemos em pa- 
pel transparent© a O de raio MA, 
coloquemos a c6pia sfibre o origi- 
nal de modo que os centres das 
duas © coincidam, imobilizemos 
os dois centres com um alfinete, 
e faoainos a c6pia girar s6bre o 
original, no sentido indicado pela 
F| s- 85 cete, at-4 que o ponto Q coincida 

com o ponto A. 

Se o ponto P coincidir com o ponto B. teremos arco PQ=»arco AB. 

Se o ponto P coincidir com um ponto situado entre os pontos A e B, 
teremos arco PQ < arco AB. 
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Se o ponto P coincidir com um ponto situado aquem do ponto B, tere- 
mos arco PQ > arc-o AB. 

E’ evidente que dois arcos n£o poderao coincidir, ee seua raios nao forem 


iguais. 

H. { 


MA = NC 
arco AB = arco CD 



corda AB = corda CD 


Fagamos a O de raio NC deslizar no piano da figura at6 
que NC coincida com MA o que 6 possivel porque NC = MA. 
(hip.) Os raios sendo iguais, as duas © tarnb&n eoincidem, 
Sendo arco CD = arco AB (hip.) e coincidindo o ponto C com 
o ponto A, entao o ponto D coincide com o ponto B. Nestas 
condig-oes, a corda CD coincide com a corda AB, isto d, as cordas 
AB e CD sao iguais. 


TEOREMA CONTRArIO. Em uma circunferSncia ou em 
duas circunferdncias com raios iguais » arcos desiguais 
sao subtendidos por cordas desiguais , e ao arco maior 
corresponds a corda maior. 


r MA = NC 
\ arco AE > arco CD 


T. f corda AE > corda CD 


Fagamos a O de raio NC (fig. 85) deslizar no piano da fi- 
gura atd que NC coincida com MA, o que 4 posslvel porque 
NC = MA. (hip.) Os raios sendo iguais, as duas © tambdm coin- 
cidem. Sendo arco AE > arco CD, e coincidindo o ponto C 
com o ponto A, o ponto D nao pode coincidir com o ponto E ; 
coincidira com um ponto B, situado no arco AE, entre os pontos 
A e E. Tracemos os raios MB e ME ; estando o ponto B entre 
os pontos A e E, o raio MB ficarA situado necess&riamente no 
interior do Z AME. Isto posto, comparemos os A AMB e AME. 


MA = MA 
MB = ME 
AMB < AME 


Entao AB < AE. (§97) Pordm, AB = CD, 
Logo, CD < AE ou AE > CD 


Exercicios. Enunciar as reciprocal dos dois til times teoremas e demons- 
trti-las diretamente e pela redugao ao absurdo. 

Observagao. Razao de dois n diner os 6 o quociente da divisSo destes 
dois ntimeros. A razao dos ntimeros ae54a-E&oua:5ou a/b. Se os 

ntimeros a e b sao as medidas de dois segmentos, a expressao a in signifies 
quantas vezes o segmento a coni, 4 in o segmento b. 
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A RAZAO DE DOIS ARCOS DESIGUAIS N.SO 15 IGUAI. 1 RAZAO DE StJAS CORDAS. 

Sejam os arcos AB e BE (fig. 85) e admitamos que 4stes dois arcos sSo iguais ; 

arC0 J 

logo =» — Calculemos agora a razao das cordas AB e AE que 

fiJTCO AJu m AB 

subtendem os arcos AB e AE, isto 6, a raz3n -r-rr. Se os arcos AB e BE 

A Hi 

sfio iguais, suas cordas AB e BE tambdm sao iguais. Isto pdsto, no A ABE 

ATJ 1 

temos AB+BE > AE . ' . 2AB > AE . * . —— > — . Portanto se a ra- 

AE 2 

zSo dos arcos AB e AE 4 igual a razao de suas cordas 4 maior que H- 

QUARTO TEOREMA. Urn didmet.ro per - 
pendicular a um a corda divide em duas S’ \ 

partes iguais esta corda e os dois arcos f \ 

que ela subtende. I 0 S 

H. { AB 4 um di&metro X & corda CD. \ i r / 
f MC = MD 

T. -i arco AC = arco AD B 

[ arco BC = arco BD Flg 86 

O di&metro AB divide o piano da figura em dois semipianos. 
Fagamos o semipiano direito girar em tomo de AB, at6 coincidir^ 

. A A 

com o semipiano esquerdo. Sendo 1 = 2 (hip.) o segmento MD 
coincide, em diregao com o segmento MC, e o ponto D coincide 
com um ponto qualquer situado no segmento MC, ou no seu 
prolongamento. Mas o ponto D, estando situado na semicir- 
cunferencia ADB, coincide tambdm com um ponto qualquer si- 
tuado na semicircunfer6ncia ACB. (§136, l.° teorema) Logo, o 
ponto D coincide com o ponto C que 4 o unico ponto comum 
ks linhas MC e ACB. Donde resulta que MD = MC. 

Os pontos A e B permanecendo imdveis, o arco AD coincide 
com o arco AC e o arco BD coincide com o arco BC. EntSo 
arco AD = arco AC e arco BD = arco BC. 

Exercicio. Demonstrar 4ste teorema sem fazer o semiplano direito girar 
em t6mo de AB. 

RECfPROCA. A perpendicular traQada pelo meio de 
uma corda passa pelo centro da circunferencia. 

Seja CD (fig. 86) uma corda da O de centro O e raio OC. 
Pelo ponto M, meio de CD, tracemos uma X MO' e admitamos 
que esta X nao passe pelo centro da O. Ora, pelo teorema direto, 
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se pelo centre da O tragarmos uma ± k corda CD, esta _L passara 
pelo ponto M, meio da corda CD. Teremos entao duas Js MO 
e MO' a uma mesma reta CD, tragadas por um mesmo ponto M, 
o que e absurdo. (§ 83) Logo. . . 

Observagao. Para exerefeios, vide E.M.T.A, do mesmo autor, sdrie 
XLIX. 

137. A distancia de uma corda ao centro. TEOREMA. 
Duas cordas iguais distant igualmente do centro. 



D 

Fig. 87 


H. { AB = CD T. { OM = ON 

Consideremos as cordas iguais AB e CD. 
Tracemos os segmentos OM e ON, respecti- 
vamente _fe ks cordas AB e CD. Os seg- 
mentos OM e ON serao entao as distkneias 
do centro da O ks cordas AB e CD. (§89 
1.® teorema, observagao) Tracemos OS raios OB 
e OC, e comparemos os A OMB e ONC. 



AB = CD (hip.) 

AB CD 
2 “ 2 

MB = NC (§139, 3.° teorema) 
OB = OC 


Se os A OMB e ONC 
sao retkngulos e tern a hipo- 
tenusa igual (OB = OC) e um 
cate to igual (MB = NC) en- 
tao 6stes dois A sao iguais. 
(§98, l.° caso) Donde OM = 


OMB = ONC = 1 re to * = 0N. 

TEOREMA CONTRARIO. Duas cor- 
das de signals distant desigualmente 


H. { AB > CD 
T. { OM < ON 


do centro e a corda menor k a que 
est& mais afastada do centro. 

Consideremos as cordas AB e CD, 
sendo AB > CD. (fig. 88) Tracemos os 
segmentos OM e ON, respectivamente _h 
ks cordas AB e CD. Os segmentos OM e 
ON serao entao as distkneias do centro 
da O ks cordas AB e CD. Sendo AB > 
CD, segue-se que arco AB > arco CD. Fa- 
gamos a arco CD deslizar sobre a O e no 



sentido indicado pela seta, atk que o ponto 


Fig. 88 
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C coincida com o ponto A. Sendo arco AB > arco CD, o 
ponto D coincidira com um ponto da O situado necessdria- 
mente entre os pontos A e B, e o arco CD tomark a posigao C'D'. 
Tracemos a corda C'D' e o segmento ON' ± C'D'. Desde que 
arco C'D' = arco CD, entao C'D' = CD (§135, 3.° teorema) e 
ON = ON'. (§137, l.° teorema) 

Ora, OM < OE (OM sendo _L AB, OE 4 obllqua) 

Mas, OE < ON' 

Logo, OM < ON' . • . OM < ON 

Exerdcio. Enunciar as reefprocas dcsfces dois teoremas e demonstrA-las 
pela redugSo ao absurdo. 

138. Tragar uma circunferencia que passe por tree 
pontos dados. TEOREMA. Por tris pontos dados e nao 
situados em linha reta &-.sempre 
possivel traqar uma circunferSncia , 
e sdmente uma. 

Sejam A, B e C os tr£s pontos da- 
dos e nao situados em linha reta. Traee- 
mos as mediatrizes dos segmentos AB 
e BC. Estas duas mediatrizes se en- 
contram sempre. (axioman. 0 ll de Euclides) 

Seja O, o ponto de intersegao ; entao 
o ponto 0 dista igualmente dos pon- 
tos A, B e C. (§121) Logo, fazendo Fi s- 89 

centro no ponto O, e tragando uma O cujo raio seja OA, esta 
CXpassark necesskriamente pelos pontos B e C. Portanto, por 
tr&3 pontos dados e nao situados em linha reta, 4 sempre pos- 
sivel tragar uma O. 

Suponhamos que existe uma segunda O que passe pelos 
pontos A, B e C ; o centro desta O sera tambdm o ponto O e o raio 
serk OA j nestas condig5es ela coincidirk com a primeira. 

Observagoes. Se os tr4s pontos dados A, B e C estiverem em linha 
reta, as mediatrizes MM' e NN\ sendo A a uma mesma reta ABC, serSo 
|| (§ 109) e encontrar-se-ao no infinite. Donde resulta que a reta 4 uma O 
cujo centro estd situado no injinito. Esta definigao da reta como limite da O 
nos permite eompreender por que a superffeie da Terra, sendo curva, n6s 
temos a ilusao de que 6 plana. 
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Para detenninar o centra de uma O ou de um arco, tomam-sfe trfe pon- 
tos quaisquer A, B e C (fig. £9) ; nesfca O pu arc °. ira§ain-se as cordas AB 
e BC, e as mediatrizes destas cordas; as duas mediatrizes se encontram em 
am ponto que 6 o centra procurado. 

Problema. Tragar uma O que passe por 
dois pontos dados. 

Sejam A e B (fig. 90) os dois pontos 
dados. Tracemos a mediatriz MM' do seg- 
mento AB. Qualquer ponto de MM' dista 
igualmente dos pontos A e B. (§90) Por- 
tanto, tomando como centro qualquer dos pon- 
tos C, D, E, F, . . . e como raios corresponden- 
tes os segmentos CA, DA, EA, FA, . . ., todas 
as © tragadas passarao pelos pontos A e B. 
Donde se conclue que M uma infinidade de © 
que passam por dois pontos dados. E nSo 
havendo fora da mediatriz MM', pontos eqiii- 
Fig. yo distantes dos pontos dados A e B segue-se que ; 




Em resumo, por tr6s pontos dados 4 sempre possfvel tra- 
gar uma O, e sdmente uma. Por dois pontos dados podemos 
fazer passar uma infinidade de © : uma delas, e sdmente uma, 
passard pelo terceiro ponto dado fora do segmento que une os 
dois primeiros. 


139. As propriedades da tangen- 
te. TEOREMA. Uma reta perpendi- 
cular a um raio e tragada pela 
extremidade deste mesmo raio, e 
tangente a circunferencia. 

H. { AB ± OA. 

T. { AB A tangente k O. 




B 



Fig. 91 
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A tang, a uma O 4 a reta que tern somente um ponto 
comum com a O (§135) ; os demais pontos da tang, sao exte- 
riores em relagao a mesma O. Portanto, para demonstrar que 
AB 4 tang. & O, basta demonstrar que qualquer ponto de AB, 
excetuando o ponto A, por exemplo, o ponto C, 4 exterior k O. 
Liguemos o centro da O ao ponto C. Sendo OA _L AB, entSo 
OC 4 oblfqua k AB . ' . OA < OC. Sendo OA um raio e sendo 
OC > OA, o ponto C 4 um ponto exterior. Ora, se um ponto 
qualquer C da reta AB 4 exterior d O, se o unico ponto comum 
& reta AB e k O 4 o ponto A, entao a reta AB 4 realmente 
tang. & O. 

RECIPROCA. Uma tangente a uma circunferencia e 
perpendicular ao raio que termina no ponto de contacto. 

R f AB 4 tangente k O 

H - l de raiQ OA. P. { AB ± OA 

Desde que AB 4 tang. & O de raio OA (fig. 91) no ponto 
A, segue-se que qualquer ponto da tang. AB, por exemplo, o 
ponto C, 4 exterior k O . ' . OA < OC. Ora, sendo OA menor 
do que qualquer outro segmento retilfneo que ligue o ponto O 
a qualquer ponto da reta AB, conclue-se que o segmento OA 4 
a distdncia do ponto O k reta AB. Logo OA _L AB. 

140. Cordas paralelas. TEOREMA. Duas secantes para- 
lelas interceptam, em uma circunferencia,^ areas iguais. 

H. { AB I! CD 

T. { arco AC =» arco BD £ M F 

Tracemos o raio OM _L k corda 

AB. O prolongamento de OM, isto 4, — — — — — 

ON, ser4 entao _L CD. (§102, 3.° coro- / I 1 

Mrio do postulado de Euclides) Sendo MN I 0 j 

um di&metro ± ks cordas AB e CD, \ J 

divide estas cordas, assim como os ar- — — — — — — 

cos que elas subtendem, em duas par- 

tes iguais. (§136, 4.° teorema) Logo, G N H 

arco MC = arco MD Fig 92 

arco MA = arco MB . • . 
arco MC — arco MA = arco MD — arco MB . * . 
arco AC = arco BD 
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PRIMEIRO COROLARIO. Uma tangente e uma secante 
paralelas interceptam , ern uma circunferencia, arcos iguais. 

Sejam AB e EF uma sec. e uma tang. II. (fig. 92) Liguemos 
o centro da O ao ponto de contacto da tang. Sendo OM _L & 
tang. EF (§142) sA-lo-A tambern & sec. AB, porque AB II EF. 
(§105, 3.° coroMrio do postulado de Euclides) E sendo OM _L AB, 
entao arco MA = arco MB. (§136, 4.° teorema) 

SEGUNDO COROLArIO. Duas tangentes paralelas deter - 
minam em uma circunferencia arcos iguais. 

Sejam EF e GH (fig. 92) duas tang. II e tracemos uma sec. 
qualquer AB I! EF. A sec. AB serd tambAm || GH. De acordo 
com o primeiro coroMrio, teremos : f 

arco MA = .arco MB 
arco NA = arco NB . * 

arco MA + arco NA = arco MB + arco NB . ’ , 
arco MAN = arco MBN 

Observagao. Sendo arco MAN = arco MBN, cada um d£stes arcos 6 
a metade da O, donde se conclue que MN 6 um diametro. O segmento reti- 
ttneo que liga os ponios de conlaclo de duas tangentes || 6 um di&metro. 

141. Distancia de um ponto a uma circunferencia. A 
O A uma linha. Considerando uma O de centro 0 e raio OA 
(fig. 93) e um ponto qualquer M, exterior ou interior a esta mes- 
ma O, qual 6 o menor segmento retilineo que podemos tragar, 
ligando o ponto M a um ponto qualquer da O? E qual 6 o 
maior f Em outras palavras, qual 4 a menor e a maior distAncia 
entre um ponto dado e uma O dada ? 

TEOREMA. A menor e a maior distancia entre um 
ponto dado e uma circunferencia dada sao dots segmen- 
l os retilineos situados na secante que passa pelo ponto 
dado e pelo centro da circunferencia dada. A menor dis- 
tancia e o segmento que comeqa no ponto dado e termina 
no primeiro ponto de intersecqao da secante com a cir- 
cunferencia ; a maior distancia e o segmento que comeqa 
no ponto dado e termina no segundo ponto de intersecqao 
da secante com a circunferencia. 
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Ha dots casos a considerar, 
porque o ponto M pode ser ex- 
terior ou interior. 

1° caso. 0 ponto M 4 exte- 
rior. Tracemos a sec. MAB ; 
liguemos o ponto M a um 
ponto qualquer C da Oe va- 
mos provar que : 

/ MA < MC 
' 1 MB > MC 



Tracemos o raio OC. No 
l.°) MO < MC + OC 
Sendo M0 = MA-f-0A, entao 
MA+OA < MC+OC 
Sendo OA = OC, results 
MA < MC 


A MOC temos : 

2.°) MC < MO + OC 
Sendo OC = QB, entao 
MC < MO + OB 
MC < MB 
MB > MC 


caso. O ponto M' e interior. Tracemos o dMmetro 
AM'B ; liguemos o ponto M' a um ponto qualquer C da O e 
vamos provar que : 


j, f M'A <M'C I Tracemos o raio OC. No A M'OC 
1 M'B > M'C J temos : 


l.°) M'C > OC - OM' 
M'C > OA-OM' 
M'C > M'A . • . 


2.°) M'C < OC + OM' 
M'C < OB + OM' 
M'C < M'B . 


M'A < M'C 


M'B > M'C 


Dada uma curva qualquer MN, se tragarmos uma tang, a 
esta curva no ponto A, e uma _L a esta tang, no mesmo ponto 
A, a _L recebe o nome de normal A curva no ponto A. 

No caso da O (fig. 93), se tragarmos uma tang. A curva 
no ponto D e uma ± HD A tang, no mesmo ponto D, esta ±, 
sendo prolongada, passarA pelo centro. Donde se conclue que 
todas as normals a uma O passam pelo centro. 

Pelo ponto M (fig. 93) exterior A O, tracemos as normais 
MA e MB ; a primeira 4 a menor distAncia do ponto M A O, 
e a segunda 4 a maior distAncia do ponto M A mesma O. 
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Pelo ponto M' (fig. 93) interior k O, tracemos as normals 
M'A e M'B ; a primeira 4 a menor dist&ncia do ponto M' k 
O, e a segunda 4 a maior dist&ncia do ponto M' k mesma O. 

Problema. Dada uma O de centro O e raio OA = r, deter- 
minar um ponto situado a uma distdncia d desta O. 

O Traga-se um raio qualquer OA. Neste 
raio, convenientemente prolongado, imar- 
cam-se dois segmentos AA' e AA" de modo 
que AA‘ = AA" = d. Os pontos A' e A" 
3 ao duas solugdes do problema. E^consi- 
derando que o raio OA pode ser qualquer, 
eonclue-se que o problema tern uma in- 
finidade de solugdes, isto 4, ha uma infi- 
nidade de pontos situados a uma dist&n- 
ng - y4 - cia dada de uma O dada. 

O lugar geometrico dos pontos situados a 
uma distancia dada d, de uma eircunferencia 
de raio r, e constituido por duas circunferen- 
cias concentricas com a primeira e cujos raios 
respectivos sao r + d e r — d. 

Duas ou mats © sao concentricas quando Um o mesmo cen- 
tra ; nao tendo o mesmo centro sao exctntricas. 

Coroa 4 a porgao de superjlcie plana compreendida entre 
duas © concentricas. 

142. Circunferencias secan- 
tes e tangentes. Duas © que 
t6m tr4s pontos comuns coin- 
cidem. (§138) Por dois pontos 
dados A e B podemos tragar 
duas OU mais ©. (§138, problema, 
fig. 90) Logo, duas © cujos raios 
sao respectivamente OA e O'A 
(fig. 95) podem ter dois pontos comuns A e B. Quando duas © 
t&m dois pontos comuns, A e B, sao chamadas secantes. Com 
efeito, elas se atravessam, se cortam mhtuamente nos pontos A 
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e B. Ao segmento retilfneo que liga os centres das duas © da-se 
o nome de linha dos centres ; a corda AB, sendo comum &s duas 
©, 4 chamada corda comum ; os pontos A e B sao chamados 
pontos de interseegao das duas ©. <■ 

TEOREMA. Quando duas circunferencias distintas tern 
um ponto comum que nao es td situado na linha dos cen- 
tres, lent um segundo ponto comum iamb cm situado fora 
da linha dos centros, e simetrico do primeiro em relagao 
a esta mesma linha. 

Consideremos as © cujos raios sao OA e O'A. (fig. 95) 
Seja A um ponto comum its duas © ; tracemos AM _L k linha 
dos centros 00' e prolonguemos AM de um comprimento MB 
tal que MB = MA. Em seguida, liguemos os pontos 0 e 0' aos 
pontos A e B. Sendo 00' lABe sendo MA = MB, entao 00' 
4 a mediatriz do segmento AB . * . OA = OB e 0'A = 0'B. Desde 
que 0A = 0B, a O de centro 0 e raio OA passa pelo ponto B ; 
desde que 0'A = 0'B, a O de centro 0' e raio O'A tamb4m pas- 
sa por B. Nestas condigdes o ponto B 4 comum &s duas © e 
nao estd situado na linha dos centros. 

CoroMrios. I. Os pontos A e B sao simetricos em relagao 
a linha dos centros. (§116) 

II. AUm dos pontos A e B, as duas © nao podem ter um 
terceiro ponto comum C, por que entdo coincidiriam e nao seriam 
duas © distintas. (hip.) 

III. A linha dos centros 4 ± d corda comum. 

TEOREMA. Quando duas circunferencias distintas 
tern um ponto comum situado na linha dos centros, nao 
tern nenhum outro ponto comum. 

Consideremos as © cujos raio 3 
sao OA e O'A e que t£m um ponto 
comum A, situado na linha dos 
centros 00'. (fig. 96) Se al4m 
do ponto A, estas duas © tivessem 
um segundo ponto comum B, si- 
tuado jora da linha dos centros, 
entao teriam um terceiro ponto 
eomum B', sim4trico de B, em re 
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lagao k linha dos centros. Nesse caso, as duas © coineidiriam, o 
que 6 contrario & hipdtese. Logo... 

Duas © que tem somente um ponto comum sao chamadas 
tangentes. O ponto comum 6 chamado ponto de contado, e este 
ponto estd situado.na linha dos centros. 

Corol&rio. Quando duas © sao tangentes, elas tem uma 
tangente comum no ponto de contado. 

Com efeito, sendo MM' (fig. 96) _L aos raios OA e O'A, no 
ponto A, MM' 6 tangente ks duas ©. (§139) 

143. Posigoes mutuas de duas circunferencias. Duas 
© distintas podem apresentar cinco posigoes relativas. 

©© !.* posigao. As duas © sao 

exteriores , isto 6, todos os pontos 
de uma sao exteriores em relagao 
& outra, e reciprocamente. (fig. 97) 
Quando duas © sao exteriores, a 
linha dos centros 6 maior do que 
a soma dos raios. Com efeito, 
Fig 97 ’ 00' = OA + AA' + O'A' . * . 

00' > OA + O'A'. 

£» posigao. As duas © sao tangentes exteriormente, isto 6, sen- 
do exteriores, t6m um ponto eo- \ 

mum. (fig. 98) Quando duas © sao / \ S' \ 

tangentes exteriormente, a linha dos f y \ 

centros £ igual d, soma dos raios. I o a 1a' "o' ) 

Com efeito, estando o ponto de \ 7\. J 

contacto situado na linha dos cen- j/ ^ 

tros (§145), 00' = 0A+0'A'. Fig. 9s 

8* posigao, As duas © sao secan- 

/ tes - ( fi S- 99) 

/ //x\ \ Quando duas © sao secantes, a linha 

I 0 s' f \\ 0 ’ | dos centros £ menor do que a soma dos raios 

\ \ J I e maior do que a dijerenga. Com efeito, 

\ ligando-se o ponto A ou A' aos dois cen- 

.X tros, formaremos o A OAO' no qual 

Pig . 90 00' < OA + O'A' ou 00' > OA - O'A'. 


AXa’ 


f. 
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4“ posigao. As duas © sao tan- 
gentes interior mente, isto e, sendo os pon- 
tos de uma interiores em relagao & ou- 
tra, elas t&m um ponto comum. (fig. 100) 

Quando duas © sao tangentes in- 
teriormente, a linha dos centros £ igual 
& dijerenga dos raios. Com efeito, es- 
tando o ponto de contacto na linha dos 
centros, femes 00' = 0A - O'A'. 

A a posigao. As duas © sao interio- 
res, isto £, todos os pontos de uma sao 
interiores em relagao k outra. (fig. 101) 

Quando duas © sao interiores, a 
linha dos centros £ menor do que a di- 
jerenga dos raios. Com efeito, 00' = 
= OA — O'A' - AA'. E somando 'AA' 
ao segundo membro desta igualdade te- 
remos: 00' < OA - O'A' - AA'+AA' 
. • . OO' < OA - O'A'. 

Duas © podem pois ocupar cinco 
posigSes distintas das quais resultam 
cinco relagSes diferentes entre a linha 
dos centros e os raios das duas ©. 
Estas cinco relagoes sao os cinco teo- 
remas que acabamos de demonstrar. Deixamos aos estudantes 
o cuidado de enunciarem as cinco reclprocas e demonstra-las pela 
redugao ao absurdo. 

Recomen damos o terceiro teorema : para que duas © se 
cortem 6 necessario que a linha dos centres seja menor do que 
a soma dos raios e maior do que a diferenga. 

Observacao. Para exercicioa. vide E.M.T.A. rlo mesmo autor, s6rie 
XLIX. 

144. Medida comum de duas grandesgas da mesma 
especie. Medida comum de duas grandezas da mesma esp£cie £ 
uma terceira grandeza da mesma esp&cie que as duas primeiras e 
que esta contida em cada uma, dtlos um numero exato de vizes. 

Consideremos dois segmented retilineos AB e CD. (fig, 102) 
Sao duas grandezas da mesma espdeie. Yamos determinar a 
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sua medida comum, isto 4, um tereeiro seginento que esteja con- 
tido um numero exato de vezes em cada um dos segmentos AB 
e CD. Procederemos tal qual como em Aritm4tica, quando que- 
remos determinar o m. d. c. de dois n&meros. 





c r D M 

! 1— 1—1 Fig. 102 

Aplicamos o segmento menor CD sobre o segmento maior 
AB, tantas v4zes quantas for possivel. Admitindo que AB con- 
t4m 3 vezes o segmento CD, havendo um resto, o segmento 
EB, teremos : AB = 3CD + EB (I) 

Aplicamos o resto EB no segmento menor CD, tantas v6- 
zes quantas for possivel. Admitindo que CD contain uma vez 
o segmento EB, havendo um resto, o segmento ED, teremos : 

CD = 1EB + FD (II) 

Aplicamos o segundo resto FD no primeiro resto EB, tantas 
vdzes quantas for possivel. Admitindo que EB contem 4. vfizes 
o segmento FD, havendo um resto, o segmento MB, teremos : 

EB = 4FD + MB (III) 

Aplicamos o tereeiro resto MB no segundo resto FD, tan- 
tas v6zes quantas for possivel. Admitindo que FD cont&n 2 
v4zes o segmento MB, sem deixar resto, teremos : 

FD - 2MB (IV) 

Logo, MB 4 um segmento que est& contido um .numero 
exato de vezes em cada um dos segmentos AB e CD, e 4 o maior, 
como se pode demonstrar facihnente, relembrando todos os 
teoremas que constituem em Aritm4tica a teoria do m.d.c. 

Vejamos agora quantas vezes cada um dos segmentos AB 
e CD contain o segmento MB. Partindo da ultima igualdade 
(IV) teremos suecessivamente : 

FD = 2MB 

EB = 4FD + MB . ' . EB = 4 X 2MB + MB . * . EB = 9MB 

CD = 1EB + FD . • . CD = 9MB+2MB . * . CD = 11MB 

AB = 3CD + EB . • . AB = 33MB +9MB . * . AB = 42MB 

Portanto, o segmento MB esta contido 11 vezes no seg- 

mento CD, e 42 v&zes no segmento AB. 
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De um modo an&logo' se determinara a medida comum de 
dois A, de dois arcos, de duas superficies limitadas, etc.. 

Mas, nem sempre 4 completa a analogia com o problema 
aritm4tico ; em Aritm4tica, a ope rag ao termina forgosamente, 
ao passo que, em Geometria, ela pode se prolongar indefinida- 
mente, sem que se chegue k medida comum, que talvez nSo 
exista. (§ 146) 

145. Razao de duas grandezas da mesma especie. S&o 
dadas duas grandezas da mesma esp4cie, por exemplo, dois seg- 
mentos retillneos AB e CD. (fig. 102) Qual a razao destes dois 
segmentos? Vimos que a medida comum dos segmentos AB 
e CD 4 o segmento MB ; vimos mais que AB — 42MB e CD = 
= 11MB. Dividindo a primeira igualdade pela segunda, teremos : 
AB 42 MB . AB 42 

CD 11 MB * ' CD 11 

Ora, 4^- 4 a razao dos segmentos AB e CD ; — 6 a ra- 
ti) 11 

z&o dos ntimeros 42 e 11 ; estas duas razOes sao iguais. Logo, 

A razao de duas grandezas da mesma especie 
4 igual & razao dos numeros que as representam, 
contanto que ambas sejam medidas com a 
mesma unidade. 

A unidade 4 sempre uma grandeza da mesma esp4cie que 
as duas grandezas dadas. 

Do exposto resulta que, para comparar dois segmentos, duas 
superficies limitadas, dois arcos, dois A, etc., nao 4 necess&rio 
aplicar-lhes o processo indicado no pardgrafo 144, que 4, alias 
impraticavel. Medem-se as duas grandezas dadas com a mes- 
ma unidade e, em lugar de comparar as duas grandezas, compa- 
ram-se os dois numeros obtidos, o que 4 a mesma cousa. 

Exercicios em classe 

1. Procurando-se a medida comum de dois arcos a e b obtiveram-se os 
seguintes resultados: a=3h+r; & = 5r+r' ; r=»2r'+r"; r' — 4r". Qual 6 
a razfio dos arcos a e 6? 

2. Procurando-se a medida comum de dois segmentos retillneos AB e 
CD, obtiveram-se os seguintes resultados : AB=2CD+R ; CD=*3R+R' ; 
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R = 4R'+R" ; R'=2R"+R"' ; R" =5R"'. -Qual 6 a raz§o doa segmentos 
ABeCD? 

3. A razao de dois A *5 0,7. Qual e a medida comum dcstes doia A ? 

4. A razao de dois arcos 6 24/18. Qual 6 a maior medida comum destes 
dois arcos? 

146. Grandezas comensur/iveis e incomen surdveis. 
Duaa grandezas da mesma esptScie sao comensuraveis quando 
t6m medida comum ; sao incomensuraveis quando nao tem 
medida comum. Refletindo sobre o processo indicado para de- 
terminar a medida comum de duas grandezas da mesma esp^cie, 
temos a ilusao de que estas duas grandezas sempre sao comen- 
suraveis. Com efeito, desde que os restos vao diminuindo su- 
cessivamente, ehegard um momento em que o resto deixa de ser 
perceptlvel k nossa vista e somos levados a crer que este resto, 
pela sua pequenez, deve caber nas duas grandezas um numero 
exato de vezes, e as duas grandezas sao entao comensuraveis. 
Entretanto, existem tamb6m grandezas incomensuraveis, como 
veremos mais tarde. 

Sendo AB e CD duas grandezas da mesma esp6cie e inco- 
mensuraveis, nao 6 possivei determinar exatamente a sua razao ; 
entretanto, podemos determinar esta razao, com 6rro inferior 
a uma quantidade dada, por falta e por excesso, por exemplo com 
erro inferior a 0,001. 

Para melhor esclarecer 6ste assunto, suponhamos que CD 
foi dividido em 1000 partes iguais, e que uma destas partes, a, 
coube 3627 vezes em AB, deixando um resto. Entao, 


f AB 

> 

3627a | i 

/ AB 

< 

3628a \ 

l CD 

= 

1000a / . ’ . ! 

t CD 

■5= 

1000a J 

AB 

> 

3627 

AB 

< 

3628 

CD 

1000 ’ ' j 

CD 

1000 


> 3,627 


< 3,628 


3,627 < < 3,628 . * . • 

AB 

-pppr- = 3,627 (com erro inferior a 0,001 por falta) 
AB 

7™- = 3,628 (com 6rro inferior a 0,001 por excesso) 
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Resolvamos agora o mesmo problema, de um modo geral, 
isto 6, determinando a razao dos segmentos AB e CD com erro 

inferior a — • 

n 

Dividamos CD em n partes iguais e seja a uma destas par- 
tes. Suponhamos que a cabe em AB, m vezes, deixando um 
resto, r, necessariamente menor do que a. Entao, 


/ AB > ma \ 
l CD - na J 


AB ma 
CD' > ~na 


f AB < (to 4-1)« l 
l CD — na J 

AB (m+l)a 


m + 1 


Combinando as duas desigualdades finals, teremos : 

m _ AB m + 1 
~n~ < CD" < ~ n 

. . AB , . m -f 1 

A razao — — - esta compreendida entre as razoes e 


a diferenga entre estas duas razbes 6 


entao a dife- 


, m + 1 AB m AB .... 

renea entre e - ou — e -7==- e inferior a 

n CD n CD 


Logo, 


m + 1 


(com 6rro inferior a — » por falta) 

n 


(com 6rro inferior a — * por excesso) 


147. O angulo central. Angulo central 6 o A cujo vSr- 
tice estd situado no centro de uma O. Os A AMB e CND sao 
centrais. (fig. 103) 

TEQREMA. Em uma O , ou em duas © iguais, a angu- 
los centrais iguais correspondem arcos iguais . 
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F| s- !03 CD e comparemos os A AMB 

e CND. M=N (hip.) ; MA = MB = NC = ND. Logo, A 
AMB = A CND (2.° caso) . * . AB = CD. E sendo AB = 
CD . ' . arco AB = arco CD. (§136, reclproca do 3.° teorema) 

Observagao. Enunciar a demonstrar o teorema contrdrio e os reclprocos. 

Ddste teorema, do teorema contrdrio e dos recfproeos, re- 
suita que, quando o A central aumenta, o arco compreendido 
entre seus lados tambdm aumenta, e reciprocamente. Portanto, 
ha uma relagSo entre os A centrais e os arcos compreendidos 
entre seus lados, a qual estd. determinada no seguinte 

TEOREMA. A rasao de dois angulos quaisquer e igual 
d rasao dos arcos compreendidos entre seus lados , tendo 
como centros respectivos os vertices dos dois angulos, e 
trasados com o mesmo raio, alias arbitrario. 


Sejam os A AMB e 
CND. (fig. 104) Fazendo 
centro nos vertices M e N, 
tracemos os arcos AB e CD ; 
o raio destes arcos pode 
ser qualquer ; mas deve 
ser o mesmo para os dois 
arcos. Admitamos que os 



Fig. 104 

arcos AB e CD t£m uma medida 


comum, isto 6, um terceiro arco que estd contido um numero 
exato de v^zes em cada um dos arcos AB e CD, e seja BE ou 


m 6ste terceiro arco ; supondo que o arco AB contenha 5 v6zes 


o arco me o arco CD contenha 2 vezes o mesmo arco m, teremos : 


Jarco AB = 5rnl _ arco AB _ 5m . arco AB _ 5 

(arco CD = 2mJ * * arco CD 2m arco CD 2 

Liguemos todos os pontos de divisao dos arcos AB e CD 
aos centros destes mesmos arcos, isto 6, aos vertices M e N. Os 


1 

j 

I 


! 
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A M e N ficarao divididos respectivamente em 5 e 2 A, e estes 

7 A serao todos iguais porque, em uma O ou em duas (D iguais, 
a arcos iguais correspondem A centrais iguais. Um destes A, 
por exenplo, o A BME ou m', estando contido 5 vezes no Z M 

8 2 v&zes no A N, 6 uma medida comum dos A M e N. Entao, 

f M = 5m' ] . M 5 m' . M 5 

1 a r • • ~r~ =* 7T~r • • "7 = vr (•*■ 0 


L N = 2m' J ' * N 2 OT# ' * N 

De I e II deduzimos : 

m arco CD 


C. Q. D. 


Observag&o. Suponhamos que os arcos AB e CD gfo incomensuraveis. 
Dividamos o arco CD em n partes iguais ; sendo a uma destas partes, teremos 

arco CD ■=» na 

Be os arcos AB e CD sao incomensurdveis, o arco a estd contido m vezes 
no arco AB, havendo um resto r, necessdriamente menor do que a; portanto, 


f arco AB > 

mo \ 

\ 

/ arco 

AB < (m-fl)a 1 

| 

\ arco CD =■ 

na J 

\ 

l 

1 arco 

CD - 

na f 


arco AB 

?na 

i 

arco 

AB 

(m + l)a 

1 

arco CD 

na 

f 

arco 

CD < 

* na 

j 

arco AB ^ 

m 

f 

m ! 

arco 

AB 

m + l m 


arco CD 

n 

V 1 / i 

! 

arco 

CD 

» (2) 



Combinado (1) e (2) ( § 146), teremos : 

arco AB m 1 

■ . „ „ , = (com erro inferior a — , por falta) 

arco \-iD n n 

Unamos todos os pontos de divisao dos arcos AB e CD, aos respectivos 
centros. O A N ficard dividido em n A iguais. E sendo a' um destes A 

teremos : A. , 

N = na 

Quanto ao A M, 6ste A conterd m vezes o A a', havendo um resto r ' , 
necess&riamente menor do que a' ; portanto, raciocinando como fizemos em 
relagao aos arcos, teremos 


(com erro inferior a — •, por falta) 
n 


Em resumo :< 


arco AB 
arco CD 


(com 6rro inferior a — , por falta) 


(com (Srro inferior a — , por falta) 
n 
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Portanto, a rszao aproximada, com erro inferior a — , p 0 r falta, dos arcoa 

n m 

AB e CD, assim como dos A AMB e CND, 4 a mesma, isto 4, — — . 

n 

A unidade para avaliar A, a unidade que se apresenta em 
primeiro lugar, 6 o Z reto. (§ 84) A unidade. para avaliar 
arcos deve ser um arco ; o arco tornado como unidade pode ser 
qualquer ; o ddcimo da O, o centesimo, o mil&imo, etc.. Mas, 
se o Z central varia com o arco compreendido entre sens lados, 
e reclprocamente, surge desde logo esta questao : um Z central 
sendo reto, o arco compreendido entre seus lados que fragao 
4 da O? E' o que vamos determinar. 

Em uma O qualquer (fig. 105) tracemos dots diametros Js 
AB e CD. Formaremos assim 4 A retos AOC, COB, BOD e 
c DOA. Estes quatro A sendo retos, 

sao iguais ; e sendo eentrais, os arcos 

/ e compreendidos entre seus lados, isto 

f / \ 08 arcos AC, CB, BD e DA, sao 

/ / Y / \ \ A \ iguais. Nestas eondigbes, um destes 
b (JL(JU — - — — arcos, por exemplo, o arco AC, 4 a 
l \ V J j I quarla parte da O, recebendo, por este 
\ \ ' jy' / J motivo, o nome de quadrante. E con- 

/ cluimos que um Z sendo reto, o arco 

compreendido entre seus lados e tendo 
D como centro o vdrtice deste mesmo Z, 

Flg ' 505 4 um quadrante. 

Quanto ao raio da O (fig. 105) pode ser qualquer; 4 o que 
a figura mostra elaramente. Sejam AB e CD ou A'B' e C'D', 
os dois diametros Js ; os quatro A eentrais sao sempre iguais, 
e o arco A'C' 6 tamb&m um quadrante como o arco AC. 

Tomando-se o Z reto como unidade para avaliar A, 4 con- 
veniente tomar o quadrante para avaliar arcos. Esta convenidn- 
cia resulta do seguinte 

TEOREMA. Tomando o angulo reto como unidade de 
angulo, e o quadrante como unidade de arco, o numero 
que mede um angulo qualquer e igual ao numero que 
mede o arco compreendido entre seus lados , tendo por 
centro © vertice deste mesmo angulo . 


D 

Fig. 105 


O Circulo 
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Consideremos o Z AOE. (fig. 105) De ac6rdo com o teorema 
anterior, 

AOE __ arco A E _ AOE __ arco AE 

arco AC ’ ' um Z reto um quadrante 

O primeiro mernbro desta igualdade exprime quantas v&zes 
o Z AOE contem a unidade de angulo ; 6 portanto um n ri- 
mer o. (§ 84 ) 0 segundo mernbro da mesma igualdade exprime 
quantas v&zes o arco AE contdm a unidade de arco ; 4 tambdm 
um numero. E estes dois numeros sao iguais. 

Observagao. E’ Mbito dizemos : o A A tern por medida o arco com- 
preendido entre seus lados. E’ um erro. Entretanto, esta expressSo 4 admitida, 
desde que se eompreenda bem o seu verdadeiro significado, a saber : o niimero 
que mede o Z A 4 igual ao niimero que mede o arco compreendido entre seus 
lados. quando a unidaiie angular i o A reto, e a unidade de arco 6 o quadrante, 
ou, de um modo mais geral quando, tomando um Angulo central como uni- 
dade angular, a unidade de arco 6 o arco interceptado pelos lados diste mesmo 
Angulo , na O cujo centro l o virtice do dngido. 

Quando dizemos que o Z A tern 42°, nao nos exprimimos bem. Deve- 
rfamos dizer que o Z A 4 igual a 42/90 do Z reto. E’ o arco compreendido 
entre os lados do Z A que tem 42°. Mas, desde que o ndmero que mede o 

Zi do Z reto^ 4 igual ao niimero que mede o arco, do quadrante^ 

n6s dizemos, indiferentemente, que o Z ou o arco tem 42°. 

De tudo o que dissemos neste par&grafo resulta : 

O angulo central tem por medida o arco 
compreendido entre seus lados. 

148. O angulo inscrito. Pelo ponto A, situado na O de 
centro 0, tracemos duas secantes que cortem a mesma O respe- 
ctivamente nos pontos E e D; o Z EAD e chamado Angulo ins- 
crito. (fig. 108) Os A EAB, EAC, BAD, CAD sao A inscritos. 

TEOREMA. O Angulo inscrito tem por medida a rneta- 
de do arco compreendido entre seus lados. 

Na demonstragao devemos considerar tres cases distintos. 

l.° caso. Um dos lados do A inscrito passa, pelo centro da O. 

Consideremos o Z BAG, cujo lado AC passa pelo centro. 
Tragando o raio OB formaremos o A AOB, isdaceles, porque 
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OA — OB como raios de uma mesma 

O ; donde 1 = 2. 0 Z BOC, sendo 
extern o, em relagao ao A AOB, resulta 

que BOC = i -f-2. (§109, II) E sendo 


2, ent§o 

BOC = 2X2 . • , 2 = 


BOC 

2 


Mas ° — BOC, sendo central, tem 
Fig 106 por medida o arco BC ; logo o Z 2, 

sendo igual It metade do Z BOC, teri 
por medida a metade do areo BC. Se o arco BC tiver, por exem- 
plo, 48°, o Z 2 (BAC) tera 24°. (24 nonagdsimos de um Z reto) 

2.° caso. 0 centro da C jica no interior do Z. 
Consideremos o Z BAD. (fig, 106) Tracemos o di&metro 
AC. De acdrdo com o l.° caso, teremos : 

t> * r\ *. * arco 150 1 . /T, » i 7 ~a\ a _ .arco HO -i- arco CD 


arco BC 

BAC t. p. m. — — 

z 

. arco CD 

CAD t. p. m. 


. ' . (BAC -f CAD) t. p. in. 


BAD t. p. m. 


areo BD 


3.° caso. 0 centro da O jica no exterior do Z. 
Consideremos o Z BAE. Tracemos o di&metro AC. De 
acdrdo com o l.° caso, teremos : 

„ * . arco EC T . * ~ . arco EC - arco BC 

EAC t. p. m. . • . (EAC - BAC) t. p. m. 

z z 

» 

n t~ . arco BC , arco BE 

BAC t. p. m. BAE t. p. m. 


BAE t. p. m. 


arco BE 


149. Segmento circular. Uma corda qualquer divide um 
cfrculo (superficie circular) em duas porgGes chamadas seg men- 
tos circulares. Portanto, segmento circular 6 a porgao de circulo 
limitada por uma corda e pelo arco que ela subtende. A uma corda 
AB (fig. 107) correspondem sempre dois segmentos circulares, em 
geral desiguais. Se a corda 4 um di&metro, os dois segmentos 
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sao iguais ; s5o semicirculos. Um Z esta 

inscrito em um segmento, quando seu c , — — -D 

v4rtice esta no arco do segmento e seus ,/p\ 

lados passam pelas extremidades da corda / f V /r|\ 

do segmento. Os A ACB, ADB e AEB / / \\\ 

est&o inscritos em um mesmo segmento. i //xZ 6 xAA ) 

Do teorema anterior (§ 148) resultam os — "zb 

seguintes corolarios, cuja demonstrag&o V / 

deixamos aos estudantes. X. 

I. Todos os A inscritos em um mes- Fig. 107 

mo segmento sao iguais. 

II. Um Z inscrito em um semicirculo 4 reto. 

III. Todos os A inscritos em um segmento maior do que 
um semicirculo sao agudos. 

IV. Todos os A inscritos em um .segmento menor do que 
um semicirculo sao obtusos. 

V. Uma corda divide um circulo em dois segmentos ; se 
inscrevermos um Z em cada um destes segmentos, os dois A 
ser&o supls. 

A 

150. Angulo form ado por uma tangente e uma corda. 

> Consideremos o Z ABC, formado pela 

£ cxJUs— — tangente BC, e pela corda AB. Vamos 

\ demonstrar que 4s te Z tem por me- 

f /. \ dida a metade do arco AB subtendido 

[ / \ pela corda AB. Tracemos a corda AD II 

/ *o BC. Entao arco AB = arco BD (§140, pri- 

aV J 7j) A A 

\ 7 meiro corol&rio) e ABC = BAD. (alt.-int. for- 

mados pelas II AD e BC, etc..) Mas BAD t. p. m. 

arco BD arco AB _ , . 

Fig 108 - — ou - — . Logo, Z ABC tam- 

b6m terd por medida a metade do arco AB. 

Observagdo. Na demonstragao dfiste teorema, considera-se sempre o 
Z ABC porque, em reiag&o a uma corda qualquer AB, o arco maior que ela 
subtende 6 sempre p6sto & margem. Entretanto, o Z ABE 6 tambdm forma- 
do por uma tangente e por uma corda, tendo por medida a metade do arco 
ADB, como 6 f&eil provar. 
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151. Angulos formados por secantes e tangentes. Em 
uma O qualquer tragam-se duas cordas ou secantes AB e CD. 
(fig. 109) Formam-se quatro A, o. p. v., dois a dois. 

TEOREMA. O dngulo formado por duas cordas on se- 
cantes que se cortam no interior de uma circunferencia , 
tem por medida a metade do arco conipreendido entre 
seus lados, mais a metade do arco compreendido entre 
os lados do dngulo que Ihe e oposio pelo vertice. 

Considerando um dos quatro A cujo 
\ vertice e o ponto M, por exemplo o Z 

/ BMD, 6 necessario demonstrar que este 

/ \ Z tem por medida a semissoma dos arcos 

^jc BDe AC. 

° J Tragamos a corda AD, form an do o 

B \ A AMD. Em relagao a este A, o Z BMD 

k um Z externo ; logo, 

Fig. 109 BMD = 1+2 (§109, 2.° coroMrio) 

a arco AC p. , arco BD , Rir . n 

Mas, 1 t. p. m. — — - — - e 2 t. p. m. (§151) 

a arco AC + arco BD 

Donde resulta que BMD t. p. m. — 

TEOREMA. O dngulo forrnado por duas secantes que 
se cortam em um ponto exterior a urna circuit ferencia, 
tem por medida a sernidif erenga dos arcos que seus lados 
interceptam na tnesma circunferencia. 

Consideremos o Z A forma- 
do pelas secantes ABC e ADE ; 

vamos demonstrar que 5s te Z \ 

tem por medida a semidiferenga / 
dos arcos CE e BD. Tragamos j o 

a corda EB, formando o A EBA, l — ' — jv"' 

Em relagao a 5ste A, o Z H / 

um Z externo ; entao 1 = 2 + A 

A A A 

, • . A = 1 - 2. Fig. no 


A 

Mas, 1 t. p. m. 


(§151) 


A 

Donde resulta que BMD t. p. m. 


, , a arco CE . * 

Mas, 1 t. p. m, — g e 2 t. p. in. 


Fig. no 
arco BD 
2 ~ 
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A 

Donde resulta que A t. p. m. 


arco CE - arco BD 


COROLArio. O dngulo formado por uma tangents e 
uma secants qualquer tem por medida a semidiferenga 
dos arcos que seus lados interceptam na mesma cir- 
cunferdncia. 



Fig. ill 



Consideremos o Z A ; este Z tem por medida a semidife- 
renga dos arcos BE e BD. Traeemos a corda EB, formando 
o A EBA. Em relagSo a £ste A, o Z 1 6 um Z externo ; logo, 

AAA A A A 

1 = 2 + A . * . A = 1 - 2 


1 = 2 + A . * . A = 1 - 2 

tv* 5 . arco BE . * 

Mas, 1 t.p.m. (§150) e 2 t.p.m. 


arco BD 


(§148) 


T X , arco BE - arco BD 

Logo, A t.p.m. 

2 

Observagao. O Z formado por duas tangentes A'B'C' e A'D'E' a 
uma mesma O (fig. Ill) t. p. m. a semidiferenga dos arcos compreendidos 

entre seus lados, isto 4, , C omo 4 tecil de demonstrar. 

152. Segmento capaz. Os A ACB, ADB e AEB (fig. 107) 
inscritos em um mesmo segmento, sao iguais porque t&m a mesma 
medida, isto 5, a metade do arco AB. Se o Z ACB tem 48°, todos 
os A inscritos no mesmo segmento tfirn tambdm 48°. Dizemos 
em Geometria que o segmento 4 capaz de um Z de 48°. 

Segmento capaz de urn Z dado 4 um segmento tal que todos 
os A nele inscritos sao iguais ao Z dado. 

Existe sempre um segmento capaz de um Z dado, isto 6, 
dado um Z, podemos construir um segmento tal que os A nele 
inscritos sejam iguais ao dngulo dado. ( § 158) 
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Suponhamos um observador colocado no ponto C do arco 
ACB. (fig. 112) Se die visar o ponto A e depots o ponto B, as duas 
M visadas formarao um Z ACB que tem por 

!\ medida a metade do arco AB. Dizemos 

@ em Geometria que o observador, colo- 
cado no ponto C, vt a corda AB ou o seg- 
mento reiilineo AB sob o Z ACB. 

Dado um segmento retilfneo AB, exis- 
tird no piano onde estd o segmento, um 
3 ponto de onde se veja o segmento AB sob 
um Z dado ? E existird apenas um pon- 
to ou muitos pontos ? Neste tiltimo caso, 
onde estao dlfes situados? Qual 6 o seu 
lugar geomdtrico? 

Seja C um ponto de onde se vd o seg- 
u ' ° mento AB sob um Z dado ACB. Pelos 

Fig. U 2 pontos A, B e C f alamos passar uma O. 

A corda AB divide esta O e o cfrculo em dois segmentos, e todos 
os A inscritos no segmento maior sao iguais ao Z ACB. Por- 
tanto, M uma infinidade de pontos de onde se vd o segmento 
AB sob um Z dado, e dates pontos estao situados no arco ADCB. 
Procuremos fora deste arco, pontos de onde se veja o segmento 
AB sob o Z ACB. Considerando o ponto exterior M, teremos : 

a arco AB | 

C t. p. m. —2 

\ . ' . M < C 

a arco AB arco DE . R1K1 * J 

M t. p. m. - 2 (§151) I 

Considerando o ponto interior N, teremos : 

a arco AB 1 

C t. p. m. ^ 


a arco AB arco CD , R .. . . 

N t. p. m. i g (§ 151 ) 


A A 

N > C 


Donde se conclue que, seja qual for o ponto escolhido no 
arco AEDCB, veremos sempre o segmento AB sob um Z dado 
ACB, ao passo que, se nos colocarmos no exterior ou no interior 
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da O, veremos o segmento AB sob um Z M, menor do que o 
zl O, ou um Z N, maior do que o Z C. Portanto, 

O lugar geometric© dos pontos de onde se 
ve um segmento dado sob um Z dado, e um 
arco do qual o segmento dado e corda. 

, C °nstraindo o arco simetrieo do arco AEDCB, em relaedo k 
cor a (§ H°)> isto 4, o arco AD'C'B (fig. 112) e se nos colocarmos 
em qualquer ponto d&ste arco, a corda 
AB serd vista tambdm sob o mesmo Z ^ — ~~ ~ • — .. b 

ACB ou Z AC'B. Portanto, o lugar \\ 

geometrieo em questao se compQe, na / \ \ 

realidade, de dois arcos simdtricos em I \ I 

j;elasao ao segmento AB. (§ 158 ) \ Y r 

153. O quadrildtero inscrito. Una ^ \T ^ 

quadrildtero ABCD estd inscrito em 
uma O quando seus vertices estao si- ^ 

tuados na O ,* entao seus lados sSo F| e- “3 

cordas da mesma O, e a O estd circunserita ao quadrildtero. 

TEOREMA. Os dngulos opostos de urn quadrildtero 
inscrito sao suplementares . 


■■ { ”, 


quadrildtero ABCD esta 
inscrito em uma Q. 


A+C = 2 retos 
B-f-D = 2 retos 


A t. p, in. 


C t. p. m. 


A + C t. p. m. 


arco BCD 
2 

arco BAD 
_ 

O 

m. -- 
2 


A -f" C — 2 retos. 


B t. p. m. 


D t. p. m. 


arco ADC 
2 

arco ABC 
2 


/ » A f ) 

B + D t, p. m. — 
/* 

B -}- D — 2 retos. 


RECIPROCA. Se os angulos opostos de um quadrMte - 
ro sao suplementares , Sste quadrildtero 6 inscritivel. 
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„ I A+C = 2 retos. x / 0 q^drilatero ABCD 

1 B+D = 2 retos. ' 1 * tosCritiVeL 

Pelos vertices A, BeC fagamos passar uma O ABCMA. 
0 Z D, sendo suplemento do Z B, tem por medida a metade do 
arco ABC. Entao o vArtice do Z D esta situado no arco AMC 
porque 6 s&mente neste arco que existem pontos de onde se v6 a 
corda AC sob um Zque tenha por medida a metade do arco ABC. 

Observacao. O O e o losango nao podem ser inscritos em uma O; 
o mesmo acontece com um trapfeio qualquer. O ret&ngulo, o trap&zio sim6- 
trico e o quadrado sao inscritiveis, 

Observacao. Para exercicios, vide E.M.T.A. do mesmo autor, s4rie L. 
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154. Definigoes e metodos. Problema grdfico ou de cons- 
irugdo, e o problema no qual se pede a construgao, o desenho 
de uma figura que satisfaga a certas e determinadas condigSes. 

As condigSes impostas pelo problema sao chamadas dados, 
os quais consistem na grandeza e na posigao dos elementos geo- 
mAtricos com os quais devemos resolver o problema proposto. 

A solugao do problema 6 a figura obtida, e que satisfaz As 
condigSes impostas pelo mesmo problema. 

Nos problemas graficos de Geometria Elementar, as linhas 
emprcgadas sao a reta e a O; portanto, os instrumentos junda- 
mentais para a resdlugao desles problemas sao a regna e o compasso. 

Quanto aos metodos empregados para resolver problemaa 
gr&ficos, sao apenas dois : o sinUtico e o analllico. 

Quando vemos imediatamente eomo resolver o problema, 
fazemos a construgao e justificamos o resultado, isto A, provamos 
que ela esta de acordo com as condigSes impostas pelo proble- 
ma ; tste l o metodo sinUtico. 

Quando n&o vemos de pronto como resolver o problema, 
imaginamo-lo resolvido, isto 6, desenhamos uma figura mais ou 
menos nas condigSes que o problema lhe impSe ; depots estu- 
damos esta figura, analisamo-la, para que possamos descobrir o 
caminho que nos permitiiA resolver o problema ; Zste 6 o me- 
todo analitico. 

155. Tragado do hex Ago no regular inserito. Um po- 
lfgono ABCDEFA estA inserito em uma O quando sens vertices 
estao situados nesta O ; entao seus lados sao cordas. Quanto & 
O, dizemos quo ela 6 ou estfi ctrcunscrita ao polfgono. 

Vejamos como se constroi um hex&gono regular inserito. 
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Suponhamos o probiema resoivido 

© (§154, m6todo analitico) e Seja ABCDEFA 

um hexZLgono regular inserito na O. 
Tracemos 03 raios OA e OB. Se 0 
A hexdgono 6 regular, seus lados sao 
iguais, a saber, AB = BC = CD = DE = 
= EF = FA. Donde resulta que os ar- 
cos AB, BC, CD, DE, EF e FA sao 
iguais. (§136) Nestas conduces, cada 
um destes arcos, por exemplo, o arco 
Fig ‘ 114 AB 6 um sexto da O, medindo, por- 

tanto, 60°, e o Z central AOB, tendo por medida o arco AB, 
(§147) <5 um Z de 60°. 

Isto posto, analisemos o A AOB. Sendo OA = OB como 
raios de um mesmo circulo, o A AOB 6 is6sceles, donde OAB = 

= OBA. (§94) Sendo a soma dos tr6s A de um A igual a dois 
retos ou 180°, se o Z AOB tern 60°, os A OAB e OBA me- 
dem juntos 120°. Mas 6stes dois A sao iguais ; logo, cada um 
deles mede 60°. Nestas condigSes, os tr6s A do A sao iguais, 
o A e equidngulo e, portanto, equildtero. (§94, coroldrio) Donde 
resulta que OA = AB, isto 6 : 


O lado de um hexdgono regular inserito 
mi uma circunferencia e -igual ao r&io da mes- 
ma circunferencia. 


Construgao. Para tragar um hex&gono regular inserito em 
uma O dada, 6 bastante inscrever nesta O cordas consecutivas 
iguais ao raio. 

Observagao. Escolhemos esrte probiema para iniciar a s6rie doa problemaa 
grificoB, pelaa suaa numerosaa aplicagOes. 

156. Tragado de perpendiculares. Probiema I. Tragar 
a mediatriz de um segmento dado. 

fiste probiema j& foi resoivido. (§91, l.° exercicio) Convdm 
acrescentar que o raio AM igual ao raio BM, deve ser maior 
que a metade do segmento AB. Com efeito, para que as duas 
© se cortem, <5 necess&rio que AB < AM-j-BM. (§143, 3.» posisfio) 
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Probiema II. Tragar uma _L a um segmento dado e que 
passe pelo centro do mesmo segmento, (§91, 2.° exercicio) 

Probiema III. Dividir um segmento retilfneo em duas par- 
tes iguais. (§91, 3.° exercicio) 

Probiema IV. Dividir um segmento retilineo em 2, 4, 8, 
16, 32, etc., partes iguais, isto 6, em 2" partes iguais. 

Probiema V. Tragar uma ± a uma reta dada, por um 
ponto dado nesta mesma reta. (§91, 5.° exercicio) 

Probiema VI. Tragar uma J_ a uma reta dada, por um 
ponto dado fora da reta. 

Ja foi resoivido. (§91, 7.° exercicio) Conv6m acrescentar que, 
depots de tragado o arco MN (fig. 31) a mediatriz do segmento 
MN passard pelo ponto C. ( § 136, 4.° teorema, reciprocal 

Probiema VII. Tragar uma _L a uma sernirreta AX, pelo 
ponto A. 

Primeiro processo. Traga-se a sernirreta AY oposta h semir- 
reta AX. A’ direita e & esquerda do ponto A tomam-se na reta 
XY dois segmentos iguais AB e AC. Em seguida, traga-se a 
mediatriz do segmento BC. 

Segundo processo. As vezes nao 6 possi- 

vel prolongar a sernirreta AX. (fig. 115) Es- \C 

colhe-se um ponto qualquer M do piano e / / \ 

com 0 raio MA traga-se uma O que corte | h/ ; 

a sernirreta AX num ponto B. Traga-se o \ / j 

di&metro BC e liga-se o ponto C ao ponto A. -- \S 1 /.^ 

A reta AC sera _!_ k sernirreta AX. Com efeito, B"' 

o Z A, inserito em um semiclrculo, 6 um Z Fig 1I5 

reto ; (§149, 2.° corol&rio) donde AC J_ AX. 

Terceiro processo. Fazendo-se centro no ponto A e com um 
raio qualquer, traga-se a semicircunfer^ncia BY. (fig. 116) Com 0 

mesmo raio AB inscrevem-se nesta 
/' "\ M O as duas cordas consecutivas BC 
2 ^ e CD. Entao cada um dos arcos 
BC e CD tern 60°. (§155) Se tra- 
// \ garmos a mediatriz do segmento CD, 

>j \ esta passarfi pelo centro A, do arco 

X B A V BCDY (§136, 4.° teorema, reciprocal 

Fig. U6 e dividird 0 arco CD em duas par- 


C B 

x... 1 — - 
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tes iguais (§136, 4.® teorema); donde arco CE = arco ED. Tra- 
cemos entao a mediatriz MA, do segmento CD, e consideremos 
o Z MAX. fiste Z d central em relagao k O BCDY. Logo, 
tern por medida o arco BE. (§147) Ora: 

arco BE = arco BC + arco CE 

tit-i t>/~i . arc0 CD 

arco BE = arco BC + ^ • • 

arco BE = 60° + 30° = 90° . • . MA X AX 

Este processo 6 o mais rdpido na pratica ; nao 6 necess&rio 
tragar as cordas BC e CD ; escolhe-se um raio qualquer AB, 
e depois : 

l.° tempo : traga-se o arco BY ; 

2° tempo : centrando em B, marca-se o ponto C ; 

3. ° tempo : centrando em C, marca-se o ponto D e traga-se 
um dos arcos que vai determinar o ponto M ; 

4. ° tempo : centrando em D, traga-se o segundo arco que 
vai determinar o ponto M. 

X 157. Construgao de an- 

hZ c ^ gulos. Problema I. E’ dado 

0 ^ -ABC e pede-se um Z igual. 
— _L__a Traga-se uma semirreta ED. 

M m 1 Fazendo centro nos pontos B e 

Fig. in E, com o mesmo raio , tragam- 

se os arcos MN e M'X. Em se- 
guida, marca-se no arco M'X um ponto N' tal que arco MN = 
arco M'N'. Unindo-se o ponto E ao ponto N', o Z DEF ser& 
igual ao Z ABC. (§147, reeiproca do l.° teorema) 

Problema II. Tragar a bissetriz 
de um Z dado, ou dividir um Z dado 

em duas partes iguais. Nr'' 

Seja AOB (fig. 128) o Z dado. 

Fazendo centro no v6rtice do Z e com 0 
um raio qualquer, traga-se o arco MN. u 

Em seguida, traga-se a corda MN e Fig. ns 

uma X a esta corda e que passe pelo 

centro da mesma. Esta X passa pelo v^rtice do Z e divide a 
corda e o arco em duas partes iguais. ( § 136) Os A centrais 
MOC e NOC tim por medida os arcos MC e NC (§147) ; se 
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os dois arcos sSo iguais, os dois A sao tarnb&n iguais e OP 
6 realmente a bissetriz do Z AOB. 

Na prdtiea 6 inti til tragar o arco MN e a corda MN ; 4 bastante marcar 
os pontos M e N de modo que OM— ON e, depois, determinar um ponto P 
eqiiidistante dos pontos M e N, 

Problema III. Dividir um Z dado em 2, 4, 8, 16, 32, 
etc., partes iguais, isto 6, em 2" partes iguais. 

Observagao. Demonstra-se que nao 6 possfvel resolver o problema da 
trisecgao de um Z qualquer, sdmente com a rtigua e o compasso. Trisecgao 
de um Z significa divisao em tres partes iguais. 

Problema IV. Construgao de um Z de 90°, 60°, 30°, 15°, 
45°, 135°, 150°, etc.. 

Traga-se uma reta qualquer AB, K ( N d 
e uma semirreta CD X AB ; os A '"''/v 

ACD e BCD sao retos e t6m, portan- / >/ 

to, 90° cada um. / \ 

Com centro em C e raio qualquer ~~L— — L_^ 

traga-se o arco MN. Fazendo centro 
no ponto M, e com o mesmo raio, deter- Fig. m 

mina-se o ponto E. O arco ME tem 
60° (§158) ; portanto o Z central MCE tem 60°. 

Se quisermos construir um Z de 30°, tragaremos o arco 
MN. Fazendo centro no ponto N, e com o mesmo raio, determi- 
naremos o ponto F. Se o arco FN tem 60°, o arco MF tem 30° ; 
logo, o Z central MCF tem 30°. 

Observagao. Do exposto se deduz o procesao para dividir um Z reto 
em trSs partes iguais ; portanto, a trisecgao de um Angulo reto pode ser feita 
facilmente com a rtigua e o compasso. 

Tragando a bissetriz de um Z de 30°, cada uma das me- 
tades ser& um Z de 15°. 

Se quisermos tragar um Z de 45°, 6 bastante tragar um 
Z reto BCD e, em seguida, dividf-lo em duas partes iguais. 

M Se tragarmos, depois, a bissetriz 

/ de uma destas metades, teremos 

_ / um Z de 22°30\ 

X. B A Problema V. Dados dois A 

■ y a\/ C de um A, construir o tereeiro. 

0 * Sejam A e B os dois A da- 

Fig. 120 dos. Numa reta XY, escolhe-se 
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um ponto qualquer, 0. Tomando-se OY como lado e O como 
v4rtice, constr6i-se o Z MOY = Z A. Tomando-se OM como lado 
e o mesmo v4rtice 0, constr6i-se Z MON = Z B. Logo, o Z 

AAA 

C 4 o terceiro Z do A porque A-fB-fC = 2 retos. (§86, l.° co- 

roBrio ; § 109) 

158. Construgao do segmento capaz de um angulo dado. 
Problema I. Construir um segmento capaz de um Z dado. 
Seja A o Z dado. Constroi-se Z M = Z A. Cortam-se 03 la- 
M dos do Z M por uma transversal 

Z\ qualquer BC, e faz-se passar 
/ / \\ / \ uma O pelos pontos M, B e C. 

I / \ \ \ O Z M tem por medida a 

1 / \ I metade do arco BC, e todos os 

b)Z Vc Z inscritos no segmento BMC 

X \ sao iguais aoZM; sendo M = A, 

o segmento BMC 4 o segmento 
g ' capaz do Z A. 

Entretanto, 4s te problema 4 indeterminado ; desde que a 
transversal BC pode ocupar uma posigao qualquer, conclue-se 
que o problema tem uma infinidade de solugOes. 

Problema II. Constrnir o seg- 
mento capaz de um Z dado, tendo r /IN /\ 

por corda um segmento retilfneo dado, / H '\ ’ / I \ / A \ 

em grandeza e posigao. Seja BC o ( \ X 1 \ \ 

segmento dado e A o Z dado. Sir- i A® I 

ponhamos o problema resolvido e \ / \ \ 1 J 

seja BMC 0 segmento pedido, isto 4, \ / ; \1X 

capaz do Z A, (§152) B e 

Tudo coneiste em determiner D Z 

o centro do arco BMC. Sendo 
BC uma corda dfiste arco, o centro 

esta situado na _L EF h corda BC, tragada pelo centro 
desta mesma cords. (§136, recfproca do 4.° feorema) 

Tracemos pelo ponto C a tangente CD ; o Z BCD terd 
por medida a metade do arco BC (§150), e sera entao igual ao 
Z M- e, portanto, ao Z A. E sendo CD tangente 4 O no pon- 
to C, se tragarmoR CH .L CD, esta J_ passar.4 pelo centro 


Fig. 122 
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do arco BMC. (§139) Logo, o centro d4ste arco, devendo estar 
situado nas semirretas EF e CH, 4 o ponto de intersecgao das 
mesmas, isto 4, o ponto 0. 

Construgao. Tomando BC como lado e o ponto C como 

v4rtice, constr6i-se BCD = A. Pelo meio de BC traga-se EF 
_L BC, e pelo ponto C traga-se CH _L CD. Fazendo centro no pon- 
to 0 e com o raio OB traga-se uma O. O arco BMC desta O 4 o 
arco de segmento capaz do Z A; 4ste arco e 0 seu simetrico 
em relagao ao segmento BC, constituent 0 lugar geometrico dos 
pontos de onde se vd 0 segmento BC sob um dngulo dado A. (§ 152) 
159. Construgao de triangulos, Problema I. Construir 
um A, dados os tr4s lados. 

Observagdo. No caso presente sup6e-se que os tr£s lados nao sao dados 
pelos sens valores num6ricos, isto 6, pelos seus comprimentos ; sao dados 
pelos 9eus valores geomdtricos, isto 6, sfio tr£s segrnentos retilfneos nao me- 
didos aos quais chamaremos a, b*e c. Lembremos que o problema 6 impossivel 
se tivermos um lado qualquer, por exemplo, o > 6+c ou a < b — c. (§95) 

Sejam a, b e c os tr4s lados dados. a. 

Tragamos um segmento BC = a. E’ ne- b 

cessdrio agora determinar a posigao do c 

v6rtice A. Se a dist&ncia do v4rtice B 

ao v4rtice A 4 o segmento c, fazemos 

centro no v4rtice B e, com um raio igual ^ / \ 

ao segmento c, tragamos uma o. (§133) yt \ 

Se a distdncia do v4rtice C ao v4rtice A r y \ _ 

4 o segmento b, fazemos centro no v4rtice "d 

C e com um raio igual ao segmento b, Fig 123 

tragamos uma segunda O. O v4rtice A 

4 o ponto de intersecgao das duas ©, e o 
a A pedido 4 o A ABC. 

/ / Problema II. Construir um A, dados 

r / \ c. / \ um lado e os dois A adjacentes a 4ste lado. 

Seja a 0 lado dado e, B e C, os A dados. 
a Traga-se um segmento BC = a; em seguida, 

/ \ tomando BC como lado e os pontos B e C 

/ \ como v4rtices, tragam-se dois A que sejam 

X \ iguais, respectivamente, aos A dados B e C. 

B A_L — ± — LA c Os lados BA e CA destes dois A se encontram 
em um ponto A, e o A pedido 4 o A ABC. 


Fig. 124 
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Fig. 125 


Observagdo. O problexna fi poesfvel quando B+C < 2 retos. 
(axioma n.° 11 de Euclides ; § 109) 

Problema III. Construir um A, dados dois lados e o Z 
por files formado. 

- a . Sejam ae bos lados dados eC,o Z dado. 

_ Constrfii-se am Z igual ao Z dado C. Em 

A am dos lados deste Z determina-se um seg- 
4 CA_J„ mento CB igual ao lado dado a ; no outro 
/ \. lado do Z C determina-se um segmento 

k/ \ c CA igual ao lado dado b ; liga-se o ponto 

r / \ A ao ponto B e o A pedido 6 o A ABC. 

™- B 160. Tragado de paralelas. Problema. 

Fig. 125 For um ponto dado fora de uma reta, tra- 

gar uma II a esta reta. 

Primeiro processo. Ja foi expliCaclo. (§102, eoroldrio) 

Segundo processo. Seja AB a reta dada 
e C o ponto dado. (fig. 126) Fazendo centre ,/ V 

em um : ponto qualquer O da reta AB e com / Y 

um raio igual a OC, traga-se uma semicir- — — o~~~b 

cunferfincia ACB. Em seguida, determina-se o 
ponto D, de modo que arco BD = arco AC. e Flg ' 126 

liga-se o ponto C ao ponto D. As retas AB e CD sao II. (§140) 
Terceiro processo . Seja AB a reta dada e C o ponto dado, 
(fig. 127) Fazendo centro em C e com um raio qualquer CD, 
traga-se o arco DX ; fazendo centro em D e com o mesmo raio 

CD, traga-se o arco CE ; determ ina- 
\ x se o ponto F, de modo que arco 

c if CE = arco DF ; liga-se o ponto C 

/''A j ao ponto F. As retas AB e CF sao 

/ J II. Para, provd-lo, liga-se o ponto 

I zr'./ C ao ponto D. Formam-se assim 

A E o B os A 1 e 2. Estes dois A sao iguais 

Fig. 127 (§147, 1.® teorema) ; sao alt.-int. for- 

mados pelas retas AB e CF, cortadas 
pela transversal CD ; se files, os A 1 e 2, sao iguais, elas, as 
retas AB e CF sao II. (§103, l. a recfproca) 

161. Construgao de quacIriMieros. Problema 1. Cons- 
truir um O, dados dois lados consecutivos e o Z por files formado. 


Fig. 126 


Fig. 127 
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Sejam m e n os lados dados e A, o Z por files formado. 
(fig, 128) Constr6i-se um Z BAD no qual AB = m e AD = n. 
Vejamos agora como se determina o quarto vfirtice do O, 
isto fi, o vfirtice C. A distancia do vfir- 
tice C ao vfirtice D fi igual a AB 
(§112) ; portanto, o vertice C estd si- 
tuado em uma O de centro D e raio AB. 

A distdneia do vfirtice C ao vfirtice B 
6 igual a AD ; logo, o vfirtice C esta 
situado em uma O de centro B e 
raio AD. Nestas eondigSes, o vfirtice 
C estd situado na interseegao das duas 
(D. Determinada a posigSo do vfirtice A 
C, liga-se fiste ponto aos pontos B e Fig. 128 

D e ter-se-a, 0 O pedido. 

Problema II. Construir um retfingulo, dados dois lados 
consecutivos, isto fi, o comprimento e a largura. 

Problema III. Construir um losango, sendo dados o lado 
e um dos A. 



Problema IV. Construir um quadrado, dado o lado. 
Problema V. Construir um quadrado, dada a diagonal. 
Traga-se um Z reto MAN e a bissetriz AX dfiste mesmo 
Z. Na bissetriz AX toma-se um segmento AC igual & diago- 
nal dada. Pelo ponto C tragam-se as retas CB e CD, respectiva- 
mente _k aos lados AM e AN ; ABCD sera o quadrado pedido. 



162. Tragado de tangentes. 
Problema I. Por um ponto dado 
em uma O, tragar uma tangente k 
mesma O. 

Seja A o ponto dado na O. 
(fig 129.) E’ bastante tragar a reta 
AB _L ao raio OA. A reta AB 
serd tangente k O. ( § 139) 

Problema II. Tragar uma 
tangente a uma O dada, e II a 
uma reta dada. 

Seja AB a reta dada. (fig. 129) 
Pelo centro da O traga-se EOC ± 




Fig. 129 
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AB. A reta EOC corta a O nos pontos E e D. Pelos pontos 
E e D tragam-se MN e M'N' Js ED ; estas duas A serao tan- 
gentes h O (§139) e serSo II & AB. (§102) 

Problema III. Tragar uma tangente a uma O dada e ± 
a uma reta dada. 

Seja GF a reta dada. (fig. 129) Traga-se o di&metro RS, 
paralelo k reta dada. Pelos pontos Re S tragam-se RPe SP' Js RS ; 
estas duas & RS serfio tambdm Ji & FG ( § 102, 3.o corol&rio do pos- 
tulado de Euclides), e serfio tangentes fi O. (§142) 

Problema IV. Por um ponto dado fora de uma O, tragar 
uma tangente & mesma O. (fig. 130) 

Seja 0 o centro da O dada e A o ponto dado. Une-se 
o ponto A ao centro da O e s6bre AO como difimetro traga- 
se uma O auxiliar, a qual corta a O dada nos pontos B e C. 

Une-se o ponto A aos pontos B e C. 

, As retas AB e AC sfio tangentes & O 

f de centro O. Para provd-lo, tragam- 
I if \ se os raios OB e OC. Os A ABO e ACO 

I o £ -1 sfio retos. (§149, 2.° corol&rio) Logo, AB 

\ \\ • e sfio respectivamente _k aos raios 

OB e OC nas suas extremidades. Entfio 
— " AB e AC sfio tangentes & O de centro 

Flg ‘ 130 O, nos pontos B e C. (§139) 

E’ fdcil provar que as tangentes AB e AC sfio iguais, e 
formam A iguais com o segmento AO. 

Problema V. Circunscrever uma O a um A dado. 
Circunscrever uma O a um A dado 6 tragar uma O que 
passe pelos tr6s vertices do A. fiste se diz inscrito na O que, 
por sua vez, se diz circunscrita ao A. Para resolver 6s te pro- 
blema 6 bastante determinar o ponto de concurso das media- 
trizes do A (§121) e, em seguida, fazendo centro no ponto P 
(fig. 78) e, com o raio PA, tragar uma O que passard tambdm 
pelos pontos B e C. 

Problema VI. Inscrever uma O em um A dado. 

Uma O estd inscrita em um A, quando os lados do A sfio 
tangentes fi O. Para resolver o problema proposto, determina- 
se o ponto de concurso das bissetrizes do A (§123) e, em se- 
guida, fazendo centro no ponto P (fig. 70) e com o raio PD, 


C ' 

Fig. 130 
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traga-se uma O que passard pelos pontos D' e D" porque PD = 
= PD' — PD". Estes tr6s segmentos sendo _k aos lados do A, 
e sendo raios da O tragada, os lados do A sao tangentes fi O. 
A O estd inscrita no A e este estd circunscrito d O. 


Observaeao. Para exerdcios, vide E.M.T.A. do mesmo autor, s6rie LI. 

163. Igualdade de figuras planas. No §97 apresen- 
tamos a teoria da igualdade dos A, de ac6rdo com a grande 
maioria dos autores classicos. Entretanto, o assunto merece 
algumas consideragoes que vamos expor nesta nota. 

Duas jiguras planas sao iguais quando podem ser superpostas, 
de modo que lodos os pontos de uma coincidam com todos os pontos 

da outra. (Por esta defini$ao deve entender-se que cada ponto A de uma 
delas coincide com um ponto A' da outra, e reclprocamente). 

Quando duas figuras planas e iguais, F e F', estao situadas 
em um mesmo piano, a superposigao delas se pode fazer de dois 
modos diferentes ; ou fazendo a figura F' deslizar sobre o piano, 
sem sair dele, atd coincidir com a figura F ; ou fazer a figura F' 
sair do piano comum fis duas figuras, girar no espago, e voltar 
de novo ao mesmo piano, isto 6, fazendo o que se chama um 
rebatimento da jigura F' e, finalmente, levar esta mesma figura F' 
a coincidir, deslizando sobre o piano, com a figura F. 



Fig. 131 


Os dois casos sao essencialmente distintos. Consideremos, 
por exemplo, os dois A iguais ABC e A'B'C' (fig. 131) ; fazendo 
o A A'B'C' deslizar sdbre o piano, faremos os vertices A', B' e 
C' coincidir, respectivamente, com os vertices A, B e C. Entre- 
tanto, isto nao 6 possivel com os A ABC e A'B'C' (fig. 132) ; 
os dois A sendo iguais, coincidirao sdmente se efetuarmos o 
rebatimento de um d6!es. Com efeito, podemos fazer A'B' coincidir 
com AB (fig. 132) mas, se nao efetuarmos o rebatimento de um 
dos A, os pontos C e C' nao coincidirao, ficando de um e do outro 
lado de A'B' (que estd coincidindo com o sen igual AB). 
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Percorramos os contomos dos A ABC e A'B'C' (fig. 141) 
partindo dos pontos A e A', e de acfirdo com a ordem alfab^tica 
(A, B, C, A) ; veremos que os dois percursos sao realizados no 
mesmo sentido, isto 6, no sentido ’contrario ao do movimento dos 
ponteiros de urn reldgio. Se, partindo dos pontos A e A', fizermos 
os mesmos percursos, contrariando a ordem alfabdtica (A, C, B, A) 
os dois percursos ainda serao realizados no mesmo sentido, isto 
6, no sentido do movimento dos ponteiros de urn rel6gio. E di- 
remos que os A ABC e A'B'C' (fig. 131) sao do mesmo sentido. 



Entretanto, ja nao acontece o mesmo com os A ABC e 
A'B'C' (fig. 132). Executando os mesmos movimentos realizados 
com os A ABC e A'B'C' (fig. 131) verificaremos facilmente 
que 6stes movimentos sao de sentidos contrarios. E diremos que 
os A ABC e A'B'C' (fig. 132) sao de sentidos opostos. 

No primeiro caso (fig. 131) a iguaidade dos dois A 6 dir eta ; 
no segundo caso (fig. 132) 6 inversa. 

De um modo geral, quando a iguaidade de duas figuras 
planas, e situadas no mesmo piano, 4 direta, a coincidencia de 
ambas se realiza fazendo uma delas deslizar no piano ; se a iguai- 
dade 6 inversa, 6 necessario o rebatimento de uma das figuras, 
para que se realize a coincidencia das duas. 

Hd, por excegao, figuras planas iguais, cuja iguaidade 6 in- 
diferentemente direta ou, inversa: dois A isdsceles iguais, duas © 
com os raios iguais, etc.. 


